Rotierende Systeme, Dynamik starrer Korper

Bewegungen starrer Korper werden zerlegt in Translation des Schwerpunk-
tes und Rotation. Fur die Translation des Schwerpunktes gelten die bisher

behandelten Gesetze.

Versuch: Bewegung auf Luftkissentisch
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Einschub tUber Kreuzprodukt (Vektorprodukt, &uReres Produkt

Qy
(o]

T

Richtung von @~ b senkrecht auf 4 und b
im Sinne einer Rechtsschraube, (Korken-
zieher-Regel).

‘é' 5‘:|é| ﬁﬁ‘ >sina

Betrag:

In kartesischen Koordinaten:

aa,b, - azbyg

a b=ca,b, -anb,~+
gaxby } aybxz
Merkregel: Determinantenform
6, & &,
a b= a, a, a,
b, b, b,
Beachte:
d b=-b" ala a=o

(nicht-kommutativ')




Anwendung bei Drehung: (dF = dj_’ . F)

Beispiel 1 G 7 y Beispiel 2
Achse

o d

—

dr steht jeweils senkrecht auf der schraffierten Ebene (zeigt nach hinten)

Ebenso wie dr bei der linearen Verschiebung,
erzeugt dj” bei einer Drehung um die Achse eine Verschiebung
des Punktes r um dr

184

Rotation um eine fest eingespannte Achse

Beschreibung einer Rotation:

dr =dj”" ¥ &

- Achse

Richtung von dj”~
= Richtung der Drehachse

Betrag von dj”

= Winkel, um den gedreht wurde.

Einheit von |~ : rad, Dimension 1
1° = 2p/360 (in rad), 1 rad = 360/2p = 57,296...°
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Winkelgeschwindigkeit

__dj
W__
dt

hat die Richtung der Drehachse ebenso wie dj .
Der Betrag gibt die ,Drehgeschwindigkeit” an.
Einheit: rad/s, 1/s.

Bei konstantem W gilt:

:2_p' T : Zeit fur eine Umdrehung .

Wenn die Achse durch den Ursprung des Koordinatensystems geht,
ist die momentane Geschwindigkeit eines Punktes im Abstand r von
der Achse (Umfangsgeschwindigkeit):
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Tragheitsmoment G
Bewegungsenergie bei Rotation: Achse

- . m
E ot (:Ekin):%sz :%mer' F|2 wtR :|r|S|na
Fur Kreuzprodukt gilt: a; r

W r|=|r|sina =wR

Es folgt:

E =2mw’R?
Bei ausgedehnten Korpern Zerlegung in kleine Elemente m;:
E o :%wzé mR,* = % Jwr

o 2
J= a m;R, J : Tragheitsmoment Einheit: kg m?
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Massenelemente, die weiter von der Achse entfernt sind, besitzen héhere
kinetische Energie, da ihre Umfangsgeschwindigkeit gréRer ist, und tra-
gen mehr zum Tragheitsmoment bei.

Aus der Analogie zwischen den Formeln erkennt man:

-1 2 =1 2
Ew =2 mv <:> Eo =23 W°.

Bei Rotationen spielt das Tragheitsmoment die gleiche Rolle
wie die Masse bei Translationen.

2 2
Versuch: 3J,w,” =mgh 3J,w,” =mgh

m
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= (6 Wegdaly daishie: (o=
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CW=w] @} W-gho® t Bo{®] 1]
* D4m L VR
I_:T B W=3haly Jy=d+22kg (02m) =
| I
~085m — 1,1 J+0088kgm’
() AW=_diay e
J . "
M=11kg __ B,—22 kg-(0425m)
=1 F ] 5
O o o il .
s J=ld+B ) = | == 32? =0397 kgnT
Meflergebnisse: ) TN g, dES2
_ I s &y " 27
Je=32 ms 7= e I .5 W Rdi et T AR 0
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Integrale Schreibweise: q
. ., am
beim Grenziibergang m; ® dm erhéalt man mit dT = r (Dichte):

J = (\) R 2dV R: Abstand des Volumenelements von der Achse

dn, m . L
Annahme: r :—VD v Die Dichte ist in V konstant.

dyv R
Beispiel: Vollzylinder & | —1L =H----- .

J —O R? 2pRhdR

v dR
" Wichtig: Geschickte Wahl von dV! (Hier: Zylinderschale)

_2 ] 3
= prhOQ dR
0

=1iprhR, “ =iMR

R

Gesamtmasse: M =1 pR__ ’h
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max

Beispiele fiir Trégheitsmomente:

Hohlzylinder
Zylinder, Scheibe (Wanddicke << R) Homogene Kugel
—1M J=MR?2 J =2MR?
= ? <
Stab - Achse am Ende Stab - Achse in der Mitte Hantel
ML2 J—lML2 J=%ML2

M: Gesamtmasse, R: Radius, L: Gesamtlange

Versuch: Abrollen von 3 Kérpern (Zylinder, Hohlzylinder, Kugel) mit gleichen Massen und
gleichen Radien auf der Schiefen Ebene. 190




Steinerscher Satz: (Parallel-Axis Theorem)
Ist das Tragheitsmoment beziglich einer Achse durch den Schwerpunkt
bekannt, ergibt sich fir eine andere, dazu parallele Achse:

Masseneliment

o 2
1=Q "R
i
[o) -2
_ 5 /
—a_ mi|a+Riq* andere Fiﬂ:
i Achse o i
(o] I Achse durch
= a m, @* +2axRe+RE) Schwerpunkt
i
o) .0 - o
=a m,R¢ + 2ag mRe+a’ig m
i - i i o
=0 (Definition des Schwerpunktes: a miF:’i =0. )
Das Tragheitsmoment beziiglich der neuen Achse: !
— 2
J= Js +Ma a : Abstand der Achse vom Schwerpunkt
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Drehmoment
Intuitiv: di
Um die Winkelgeschwindigkeit W = 9 C
des rotierenden Massenpunktes zu Achsel
vergroRern, mufd eine Kraft = (Kraftepaar!) in A

tangentialer Richtung (parallel zu dr)

wirken. AuRerdem héngt die Wir-
kung von der Lange des Hebelarms

[~ ab. (,Kurbel*, Drehen eines Handrades)

Wir vermuten:
Drehmoment M = Fer, genauer: Geleistete Arbeit W:
M=F F, agany | WM senaer WM
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Zusammenhang Drehmoment und Kraft c

R Achse
dwW =M dj” N
(analog:) dW = F xds. i
Mit
dS=dj"" r
erhélt man:

Spatprodukt V: (_' o
= di~ 7 vol des Spates (ab, abc):
dW =F Xdj"" r). ax: olumen des Spates (a,b.c)
‘ a, ay a,
b
C

Spatprodukt! Es gilt folglich ebenso: | _ b b
J 7 x My Mz
dw :(F' F))dj_’ Cy y C,

(&’ b)c=(b" ¢)a=(C ab=

Also: - . -
-(b"ac=-(c” ba=-(@  c)b.
'\_/] :I?' lf (zyklische Vertauschung)
V =(@" b)c =|(@" b)||C |cos]
Drehimpuls L einer Punktmasse
Analog zu f):m\7: :F'ﬁ:m(F'\?) <
Achse
L=r"p M
(Definition) .
dj
Mit V =W~ FZ
L=m(f" W r))=mW(F =)- r(Fw)]

rsr =r°, rxv=0 da r "™Ww.

- — . _ 2 . Doppeltes Vektorprodukt:
L =mr*w Mit: J =mr?  wird Doppeltes Veltorprodukt
Beachte: Dimension von

Crgmis omenson || @7 (b7 €)=b(@x)- cla )

—
L — J - von Planckscher Kon-
— : 2ls = ! .
W stante h: kg ms =J s ! (Entwicklungssatz)
SPIN




Drehimpuls L eines starren Kérpers

I — 2 - —
dm dL =dm (R” »w); dm=r dVv

(‘dE: (‘Rzr wdV =W (‘dev.
Vv Vv \Y

Eswar: J = 6 R2dV. Also: |: =J XNV

v
_1 2 1 1a . .
Erot _E‘JW _EJWW\/ (Rotationsenergie) 3
Ableiten nach der Zeit: dlj—tmt =+J (VT/ XN +W WV) =J Wi = JW X%
c. = (e iy i N = Jwi =L
M

(Aktionsprinzip fur Drehbewegungen)
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(Drehung um feste Achse):
Analog zu der Schreibweise des Newtonschen Aktionsprinzips
der Translation: dp av dm -

Wenn kein aul3eres Drehmoment wirkt, bleibt der Drehimpuls
erhalten:

!

=M =0 P L=const.
dt

(Drehimpulserhaltungssatz)
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Beispiel zur Drehimpulserhaltung:

Zweites Keplersches Gesetz (Flachensatz):

Der Fahrstrahl Sonne-Planet Uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

Flachenelement dA der Ellipse wird durch Dreieck angenahert:

r(t)

dA v :Dt dA——|F|>1\7Dt|>Gina.

rt+dt) Fir 2t ? 0
1. o . dA 1 -, - 11~
— ==r|4|sina, —=— p|:—‘L‘:const.
a 2 dt 2m 2m
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Versuch zur Drehimpulserhaltun | = N = . Drehschemel

Wenn J kleiner wird, muss w gro3er werden.

<
dL Jdw  dJ _ I
E E+EW 0 J,: I. .I

P J,w =J,w, P w, =J—VWV,
n
Energiebetrachtung: ’ q
E,=1J,w° , E,=1J,w,°
2
a, 0
P E,=1J,w,”=3J 6w,
Jo o
—_— JV . . .
P E, —J—EV- Keine Energieerhaltung! g, R,

Verrichtete Arbeit gegen Zentrifugalkraft: W = 6 dR =- O1W ’RdR

Ry Ry 198




Analogien zwischen Translations- und Rotationsbewegungen
(Unterschiede:F,V_ﬁ : polare Vektoren, M,j”y\/v,[;axialeVektoren, Symmetrie!)

Translation Rotation
Wegelement: ds Winkelelement: d ja
Geschwindigkeit: \V2 Winkelgeschwindigkeit: |VV |:|j” |: 2p IT
. . Al
Masse: m Tragheitsmoment: J = (RZ dM: dM=r dVv
Impuls: p = m Vv Drehimpuls: L =T~ 6 =Jw
Kraft: ﬁ Drehmoment: M =r ﬁ
2 - . 2
Kinetische Energie: E = imv 2 = p . Kinetische Energie: E = iJWZ - L
2 2m 2 2J

Newtonsches Aktionsprinzip: |E =m >é = 5 Aktionsprinzip f. Drehg.: M = J >v_\'/ =L

~

Arbeit: W = (lf xds Arbeit: W = C M xdj”
Leistung: Pga: d 9: E Leistung: Pg':‘: dw 9: Y
e dt g e t g
- o stze: - o
p =const; E =const fir@) F, = QSNSRI [ const.;E = const.fiir a M. =0.
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Gleichgewicht:
Wenn die Summe aller Drehmomente in Achsrichtung gleich null ist,
tritt keine Drehbeschleunigung des Kdrpers auf. Er verharrt in Ruhe
bzgl. einer Drehung oder in einer gleichférmigen Drehung.
e - o . - r r F
ar=an A= =
A R (Drehachse) lf
1 | —
F 2
Hebel s 2
ebel: - F _ =~ F | O
nFk=-r,"F R _
F F -
nk=r,F 1 2 -
1h =TIk E F,
Massenschwerpunkt: y
fo = — (Y *xdm = —— @Y r () xdV z
- N ST M 0 Trv 0
Mrg - cr dm=0. v v
v rs -1 ~ xdv . (r =const .) S ;X
—_— v e 200




Versuch: Drehmomente durch Gewichtskraft

(Stabil) (Indifferent) (Labil)

Gleichgewicht, wenn SM = 0.
Gleichgewicht immer dann, wenn Schwerpunkt tber/unter Achse.

Stabiles Gleichgewicht: Schwerpunkt unter Achse
Bei Auslenkung Drehmoment in Richtung zur Gleichgewichtslage

Labiles Gleichgewicht: Schwerpunkt Gber Achse
Bei Auslenkung Drehmoment weg von der Gleichgewichtslage
Indifferentes Gleichgewicht: Schwerpunkt in Achse.
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Stabiles Gleichgewicht

|
|
|

<
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N

I
=l
T -
I
o
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Rotation um freie Achsen
Achse nicht gelagert oder in einem Punkt gelagert (Kreisel)

Das Drehmoment bewirkt ¢

Anderung der Richtung von W Achse
(M =L =JW) S

Das Tragheitsmoment eines

Kdrpers hangt im allgemei-

nen von der Richtung der Dreh-

achse bezuglich der Symmetrieachsen des
Korpers ab.

=l

Also andert sich auch das wirksame Tragheitsmoment.

Die Richtungsabhangigkeit des Tragheitsmomentes wird mit einem
Tensor (Matrix) beschrieben.
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Tragheitstensor:. J
Im allgemeinen Fall ist der Drehimpuls

nicht parallel zur Drehachse. W m,
Man kann zeigen:
g]xx Xy ‘]ng E
E o B ~ ) ! o
L=d I=aly Jy Jyyg I a m,
;g m :
a dy M
Symmetrischer Tensor 2. Stufe: ~ J,, =J,,;J,, =J,:;J,, Jyz, Jodyyid, 1 0.
Antisymmetrischer Tensor 2.Stufe: J _Jyx J, =-J,, ,J = Jyz N :Jyy =J,
GEXO e'JXX Jy JeU a0 L, =J,w, +J W, +J, W,
a ¢ _
(;Ly e]yx Jyy g N~ Ly, =Jdy W, +J,w, +J,,wW,
g7ﬂ SJZX ‘]zy ‘JZZH g/\éﬂ Lz :‘]zxwx +JzyWy ‘|‘JZZWZ
(,Zeile mal Spalte*)

=0.
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Tragheitsellipsoid (Symmetrischer Tensor)

Tragt man ]/«/j fur jede mogliche Achse durch den Schwerpunkt auf,
so erhalt man ein Ellipsoid. (Ohne Beweis)

~Rugbyball*

(prolate Form) »Linse®

(oblate Form)

Das Ellipsoid hat drei Hauptachsen (die senkrecht zueinander stehen).
Die Tragheitsmomente in diesen Richtungen nennt man
~Haupttrdgheitsmomente*.
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Mit einem kartesischen Koordinatensystem entlang der Hauptachsen
ist der Tragheitstensor diagonal:

g, 0 0u
T_¢€ u
J= €}o J, O G
go 0 J.H

-

J., Jp und J.. sind die Haupttragheitsmomente.
Cc
b

/ v 4

-

oblates Tragheitsellipsoid prolates Tragheitsellipsoid

(groRtes J bzgl. senkrechter Achse c) (kleinstes J bzgl. Zylinderachse)

206




A

Freie Achsen
Achse

Die eingezeichnete Drehachse kann nur durch
Kréafte auf die Achse beibehalten werden, denn

o,
dt

Nach Freigabe der Achse erfolgt die
Drehung um die Richtung von L

Krafte wirken nur noch entlang der Stange kraftefreie L

. . Ach -
(innere Radialkrafte). cnse R
Auf die Achse wirkt kein Drehmoment. )
Solche Achsen bezeichnet man als ,freie Achsen“ m,
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Freie Achsen

Achsen in Richtung der Hauptachsen des Tragheitsellipsoids sind
freie Achsen.

Der Vektor W hat nur eine Komponente, z.B.

W =(0,0,w,)

damit folgt
4.0 &, 0 0yeoy
dog=e0 I 0e0 g
g.6 80 0 J.g@vH

also
L =(0,0,J.w,)

und damit W || L . Also ist die Achse kraftefrei.
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Stabilitat freier Achsen

Rotationen um die Achse mit dem grof3ten und mit dem kleinsten
Tragheitsmoment sind stabil.

Rotation um die Achse mit dem mittleren Tragheitsmoment ist nicht stabil.
(kleine Stérungen fuhren zum Torkeln).

Versuch:
<< Ic
J> @  instabil stabil
@ ”
““!i 2

o
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