Schwingungen
Schwingungen haben eine zentrale Bedeutung in der Physik.
Der Formalismus wird in sehr vielen Bereichen der Physik verwendet.
A. Freie Schwingungen (Einfachstes Modell einer Anregung in Materie)

Federpendel (ungedampft): ,Harmonischer Oszillator*
Die elastische Kraft einer Feder ist proportional
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zur Auslenkung: Hookesches Gesetz (vgl. Abschn. Elastizitét)
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Krafte, die an der Masse angreifen: = _|_1\ S 0
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1. Ruhelage: =

=0)

m X
F, +F. =mg- Dx, =0
G F 9 0 Eindimensional
Die Auslenkung x, kompensiert die Gewichtskraft.
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2. Auslenkung aus Ruhelage:
Man wahlt den Nullpunkt von x bei der Ruhelage und betrachtet
m in der Ruhelage als kraftefrei.
Verbleibende Auslenkungen beschleunigen m.
ma =-Dx
mX(t) = -Dx(t) S
. D B =
X(t) =- _x(t) Differentialgleichung 2. Ordnung, =
m also 2 Integrationskonstanten. =
Versuch, eine Lésung zu finden: :§:
Schwingung ist periodisch, also probieren wir: .:.._':g
X(t) = Asin(wt +] =
(t) = Asin(wt +j ) <=0

X(t) = Awcos(wt +j )

%(t) = - Aw? sin(wt +j )
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Einsetzen: gae).(.(t) = - %X(t)g; (X(t):‘AWZ sin(wt +j ))
- Aw?sin(wt +j ) =- %A sin(wt +j )

Ergibt Bestimmungsgleichung fir den Parameter w (Kreisfrequenz):

w? = — (,Eigenwert" der Dgl.)
m
Die Funktion
x(t) =A sin(\/%t +j ), (A: Amplitude, j : Phase der Schwingung)

ist eine Losung der Differentialgleichung (,harmonische Schwingung").
Die Frequenz der Schwingung ist durch Federkonstante und Masse festgelegt.

Schwingungsdauer T, Frequenz n:

Eine volle Schwingung ist durchlaufen, wenn WT =2p, also:

m 1 Einheit von n: 1 s
T :% _2p\/; w=2on[rad/sjn ==.| =1 Hertz (Hz) ‘ 3

Heinrich Hertz, 1857-1894
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Grundbegriffe und Zusammenhange bei harmonischen Schwingungen
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Schwingungsdauer T, Amplitude A und Phase j
einer harmonischen Schwingung.

Zwei harmonische Schwingungen gleicher Fre-
quenz w mit einer relativen Phasen-
verschiebung j .

|i ] &ater e i
_d--"\-.\\
S % .
) r AN Auslenkung x(t), Geschwindigkeit dx/dt, und Be-
. W 7 /'-’.‘-_ i schleunigung d2x/dt?bei einer harmonischen
b O T e Schwingung.
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Potentielle und kinetische Energie bei harmonischen Schwingungen

= eceogy= 35 B B
0 0

x=x,sin(wt); v=x=x,wcosWt), x,w=v,.

m
Epot = %on sin? (Wt); Eyin = > on w? cos® (W )
Mit wW? = R:
m
Epot + Ekin: % on (Sin2 (Wt) +cos? (Wt)) = %on = %Voz = %on

1

Wir berechnen die Mittelwerte von E und E,;, wahrend einer Periode T:
1 ' D 2 | D

— ) _ DX N\ ., _ Dx

(E pot >'T_GP°‘ (1) dt = =2— Cin (wt)dt = n

0

0

2
(4]

T

E win Sy kin (t)dtzmxo—zwz‘C,SZ(\,\,t)dt:rT1X02w2
Ewr=e OF o O
: ’ 232
T T
1 N o N ) 1 _
Mit = (yn? Wt)dt == Fyos? (wt)dt == wird:
T p T g >
_ | Dx,° _mx, w2 _[1 a_ ,0
<Epot> _<Ekin> ~ 40 = Z _EEges ga_wzg

Im zeitlichen Mittel entfallt auf beide Energiearten der gleiche Anteil an
der Gesamtenergie (Gleichverteilungssatz).

Zeitlicher Verlauf von Ep und Eyp:
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Drehpendel (ungedampft):
Feder erzeugt ein Drehmoment (D*: Richtmoment)

M =-D*

proportional zum Drehwinkel
Aktionsprinzip fur Drehungen liefert:

— -

J =M=L.
Daraus ergibt sich die Differentialgleichung:
Y D*..
bea

Man findet analog zum Federpendel die allgemeine Losung:

j (t)=Asin({2=t+a).
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Fadenpendel (ungedampft; starrer, masseloser ,Faden®):

— —

M=I"F
| =(Isinj , 0, - lcosj )
F =(0,0,- mg)

" F=(,F, - ,F, L,F,- LF,, ILF, - |LF,)
P M =(0, mg Isinj ,0)
Aktionsprinzip:
JW=M mit W=(0-j,0)
- Jj"=mgl sinj  (nury-Komponente)

Naherung: Punktférmige Masse m: J =m |2 (mathematisches Pendel)

| =- gsinj Dgl. des mathematischen Pendels
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Die Dgl. ist nichtlinear: | =- =

sinj

Eine Losung dieser Dgl. kann nicht als einfache Funktion hingeschrieben

werden.

Eine Mdglichkeit: Differentialgleichung nahern fur kleine Auslenkungen:

- - _. .3 .5
sinj =] -%] +é -

(Taylorreihe)

klein furkleine j
Damit ergibt sich:

.._ g,
J IJ

Ansatz fur die Funktionen:

j (t)=Asin(W +a)
j (t) = AWcos(W +a)
i°(t) =- AW sin(W +a)
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Einsetzen in Dgl. liefert

- AW sin(Wt +a) = - ?—Asin(V\t +a).

Die Bestimmungsgleichung fir die Frequenz lautet:

w2=4  p T=2p\/I
! 9

Allgemeine Losung fur kleine Auslenkungen ist also:

j ()= Asin(,2t +a)

Amplitude A und Phase a missen aus den Anfangsbedingungen

bestimmt werden. |

Numerische Integration der exak-
ten Dgl.:

j" =~ Ssinj

fur die Beschreibung grof3er Amp-
lituden. Anharmonisches Verhalten.
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Schwingungsdauer hangt von der Amplitude ab.
Fur kleine Amplituden j ; < 5° ist die linearisierte Dgl. geeignet.

Schwingungsdauer T des Stabpendels als Funktion der Auslenkung:

T T T T T T

0 30 60 90 120 150 180
@0 [Grad]

T bezogen auf Ty = Schwingungsdauer bei Amplitude ® 0
Diese Kurve gilt so fur jedes Fadenpendel (,Stabpendel®)

Singularitat (Pol) bei j =180°. Kein Problem: Pendel bleibt aufrecht stehen.
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Wenn die Schwingungsdauer von der Auslenkung abhéngt, ergeben
sich Bewegungen, die nicht sinusformig sind.
® Anharmonische Schwingung

Beispiele:
Mit Laserpulsen Anregung der Elektronen in Festkérpern zu Plasma-

Schwingungen:
schwacher Laserpuls ® kleine Amplitude ® harmonische Schwingung
starker Laserpuls ® grofle Amplitude ® anharmonische Schwingung.

Thermische Ausdehnung in Festkérpern: Bei gro3en Schwingungs-
amplituden der Atome in Festkdrpern und Flissigkeiten (bei hohen
Temperaturen) vergroéf3ern sich die mittleren Gleichgewichtsabstande
der Atome, weil die Bindungskréafte nichtlinear vom Abstand abhangen:
® Ausdehnung im makroskopischen Mal3stab.
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Berechnung fur Fadenpendel mit ausgedehnter Kugel:

- Jj (M) =mglj (t)

Tréagheitsmoment der Kugel: J :%mR2

Steinerscher Satz liefert:
J=ml? +ZmR?

Es folgt:

- (mI* +2mR*)j"(t) =mglj (t)

- (1+E|—2)J (t) ——J (t)

=2

= (1)

5|2

Man erhalt die Schwingungsdauer: T = 2p

~Physikalisches Pendel®)

(Gleichung gilt fur beliebiges J,
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Versuch: Bestimmung von g mit Fadenpendel:

Aus der Schwingungsdauer

T=2p
erhalt man
| & 2R?%0
=4p° —El+——-=
g p T2 5 2 6

Wichtig: kleine Amplituden verwenden

| =(6.000 +0.001) m
R = (0.050 + 0.001) m

T =(4.918 +0.001) s

g =(9.7941 £ 0.005) m/s?
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Mathematische Erganzung am Beispiel des Federpendels:

Komplexer Ansatz zur Lésung der Dgl.
Bisher: Die Bewegung wird vollstandig beschrieben durch die Funktion:

X(t) =Asin([2 t +j ) =Asin(wt +] ).

Jetzt: Behandlung der Dgl. des harmonischen Oszillators in der komplexen
(Gauf3schen) Zahlenebene:

Komplexe Zahl z=x +iy; | :ﬂ i2=-1. x=Re(2), y=Im@).

Re: Realteil, Im: Imaginérteil.

z* = x — iy : Konjugiert komplexe Zahl. ty, Im@2
,Eulersche Formeln“ (1748):
. S i X
cosj xisinj =e* -
Z ’ 1
i o i o ;Y
cosj =& *€ sinj =2 "¢ — Re(2)
- - ~ ~ X, Re(z
2 2i T~J-y
(Herleitung beispielsweise Uber die Entwicklung in Potenzreihen: x ? ij) % _ .
2 x 3 x " z X -1y
e =1+ x+ + +... 0+ + ...
2! 3! n! 243
Komplexe Zahlen:
gz :—x+|y R(cosj *isinj)=Re*; R=4x*+y%j = arctgg——
o exg
i2 il 3P ik
izez=e 2:i%=e™=-1i=e 2= 2=-ji'=e™ =1.
Addition: - - . A Y, Im(z)
(@a+ib)+(x+iy)=a+x+i(b+y)
. X
Multiplikation. -
. . . z - :
(a +ib):(x +iy) = ax - by +i(bx +ay) pY
i i G ~ : >
rlelj )q'zellz_rlrzel(l +]2) \\*:_y
z+z*=2Re(z); z- z*=2Im(z2). Zr=x-ly

Die reellen Zahlen sind in der Menge der komplexen Zahlen (Imaginarteil = 0).
Fur physikalische Aussagen ist nur der Realteil einer komplexen Zahl
mafgebend. Vorsicht bei der Multiplikation von zwei als komplexe Zahlen

dargestellten physikalischen GréZen!
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. T Im
Wir betrachten die komplexe Funktion Einheitekel '
inheitskreis
i e+iwt u ] o
|"=[exp(tlwt)=] cos(wt)ilsm(vvt): 1
e 1
Der Einheitskreis wird einmal pro Schwingungsdauer T mit konst. w Re
durchlaufen. Projektion auf die reelle oder im. Achse: Harm.Schwingung.
Anwendung auf die Dgl. fir das Federpendel: -
. D
X(t) =- —x(t)x =
m =
Lésungsansatz durch komplexe Funktion (? komplex): 'g
xty=e'',| x(@)=le', X(t)=12e'". =
Einsetzen liefert: x=0
D D .
|?e''=-—e'b |l =J_r1/- — =+iw.
m m X
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Federpendel mit Dampfung: Gedampft durch Stokessche Reibung
Dort sind Gewichtskraft und Auftrieb bereits kompensiert.
Weitere Kréfte:
F. =- DX, =
F, =-6phrv. =
Bewegungsgleichung aus Aktionsprinzip: EE——;‘
mX(t) =-Dx(t)- 6phr x(t); P~
6oh 2r
.. r. D
() + P () +—=x(t) =0.
m m X
Abkiirzung: Ol (?)

X(t) +2g X(t) +w; x(t) =0;

g=3phr/m; w,’
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Ansatz

x(t) = Ae' |- komplex; A,j: reelle Amplitude und Phase
x(t) = Al e'
X(t) = Al 2e'"

Einsetzen:

Al%e'' +A2gl e'' +AwZe'' = 0.
Daraus Bestimmungsgleichung fur 1 :
|2 +2gl +w? =0,

Quadratische Gleichung mit den Lésungen:

l 1/2:'91\/92'W§-

(Reduktion der Losung der Dgl. auf Lésung der
algebraischen (,charakteristischen®) Gleichung?)
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1. Fall: Schwache Dampfung: g< w,
| y2—-0 iﬁgz - W02 Radikant ist negativ,

Wurzel wird imaginar. Abklrzung:
I ,,=-gxiw mit w=,w;-g

Ubergang zum Realteil:
X(t) - _1A(e—gt+iwt +e—gt—iwt)
2

= Ae 9" coswt

Allgemeine Lésung:
t

x(t) = Ae 9 cos(wt +j )=Ae ' cos(wt +j )

Beachte: Schwingungsfrequenz wist dampfungsabhéngig!
Sie nimmt mit wachsender Dampfung ab.

t =1/ g: Abklingzeit der Schwingungsamplitude auf 1/e, (~37 %).

248




In der Gau3schen Zahlenebene beschreibt
der komplexe Radiusvektor x(t) einer ge-

dampften Schwingung eine logarithmische
Spirale, die sich asymptotisch dem Ur- t, >t, >t
sprung nahert.

Gesamtenergie Eg bei einer gedampften Schwingung:

t
D 2:BAZ etz

Ees = 7 Xinax
2 2

Eges Klingt mit der halben Zeitkonstanten, d.h. doppelt so schnell ab wie
die Amplitude.

Kennzeichnung der Dampfung eines Schwingungssystems durch
Giltefaktor Q:
Gesamtenemie der Schwingung zur Zeitt _,, Eges (1)
Energievellust pro PeriodeT zur Zeit t E

Q=2p

2p t t Beispiele: Drehpendel: Q ~ 40, Erde (Erdbeben- dt g
Q =—"—X==W>X=.  yellen): Q- 250 — 1 500, Saite eines Musikinstru-
T 2 2 mentes: Q ~ 103, Hohlraumresonator f. Mikrowellen:
Q "~ 10* - 108, Elektronen in Atomen: Q ~ 106 — 10%2,
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2. Fall: Starke Dampfung: g> w,

| yo=-g 497 - Wl. Radikant ist positiv!

Wurzel bleibt reell, d.h. keine periodische Bewegung. Abkirzung:
| y,=-g*a mit a =./g%-w2.  (Kriechfal)

Allgemeinster Losungsansatz:

x(t)=e 9 (Aeat + A*e"'“)
Anfangsbedingungen, z.B. x(t=0) = 0; dx/dt (t=0) = "
Daraus: A = -A* = A; 2aA = v,
Die Losung fir die spez. Anfangsbedingungen lautet:

v .
x(t)=—2e%sinhat. R
a

X - X X

sinh (x) = %, cosh(x) =<

X

+ e’
2 . . - 250




3. Fall: Aperiodischer Grenzfall: g= wy,

— [+2 2
I y2= 91407 - W,
~—

=0
I yo=-9
Beide komplexe Ldsungen sind entartet.

Man kann zeigen, dal3 dann die Lésung
gegeben ist durch:

x(t) = (A+Bt)e
A und B lassen sich wieder aus den

Anfangsbedingungen bestimmen.

Anwendung in Zeigerinstrumenten,
Fahrzeugfederungen (Sto3dampfer).

t/y

t/y
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B. Erzwungene Schwingungen

Federpendel: periodisch mit Kreisfrequenz O angeregt.

Es wirke eine aufRere Kraft:
F,(t) =F,cosW. i.a:W?!w,
Kréftebilanz und Dgl:

6phr
m

X(t) +

Abkurzungen:

X(t) +2g X(t) + W x(t) =K cosW.

Ubergang ins Komplexe,
x? 2):

Die auRere Kraft pragt der Schwingung die Frequenz O auf.

. F
X(t) + 2x(t) =—2cosW.
m m

Z+2g2+w,’z=Ke™,

)

A

T

{

Die Losung setzt sich aus der allgem. Lésung der homogenen ol

Gleichung (rechte Seite = 0) plus einer speziellen Losung der

inhomogenen Gleichung zusammen.
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Homogene Lésung: Einschwingvorgang (siehe oben). Inhomogene L6-
sung: Stationarer Zustand, (hier allein behandelt).

Lésungsansatz: z = A>eXp( (\Nt +a)) Z=iWz; Z=-W?z
Gesucht: A, a. Im

7+29z+w,“z=Ke™. Eswird: K 1 2gW

SWez+2gi Wz +w z = Ke™ |1z | Fw T we Re

Multiplikation mit dem konjugiert
Komplexen liefert (Betrag)?.

- W +2ig W+Hw,? =§e'ia =k e, ‘

@VOZ-WZ)2+(29W)2:k2- —> Amplitude A: A—%— Fo

m 3k
Amplitude A der erzwungenen Schwingung: Phase:
F 2gW
A= - 9 > - . tg a =- Zg 5
mx\/(wo V\F) +(2gW) w, - W
253
F, A zeigt eine Resonanz fir O? w,! Bei

verschwindender Dampfung (g¢? 0) di-
mx\/( V\/z)2 29W vergiert A, d.h. A? 8.

Die genaue Resonanzfrequenz wg erhalt man aus dA/dO = 0 zu:

2

W, = (W7 - 2g°.

Amplitude: Halbwertsbreite ?w,,: Breite der

Watrwertse | | i Resonanzkurve bei halber Reso-
] [1] . . .
Y nanzamplitude. Man findet mit der
L Néherung wg = Wy

PRI R DW,, »2 \/gg.

et Die Halbwertsbreite steigt mit
der Dampfung g
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*Die Amplitude ist um so gréRer, je dichter O an w, (Resonanz) liegt.
*Die Resonanz ist umso schmaler, je schwacher die Dampfung ist.
*Die Phase andert sich von 0 auf -p mit zunehmender Frequenz.

*Die stérkste Phasenanderung ist bei w,.

*Der Phasensprung ist um so abrupter, je schwéacher die Dampfung ist.

i v/wo=0,03

‘1 — Y/wy=0,1
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3. Leistungsaufnahme des Oszillators bei erzwungenen Schwingungen:

Die aus der Anregung aufgenommene momentane Leistung P wird in
~Reibungswarme" umgesetzt.

= o 2 202 cin? : .ﬁR:GprhV;
P =F; x> =2gmv° =2gmA;W"sin“(Wt +j ); g=3prh/m,
Wiéhrend einer Periode T umgesetzte Arbeit: vV=x= AWsin(\M +] )

t+T t+T

W = G’dt = 2gm A2W? c‘)inz(Wt +j )dt =g mA2W?3T.
t t

=T /2
= W
Im zeitlichen Mittel umgesetzte Leistung: P= e =gmAZ W,
Einsetzen von A liefert:
gmW?2K?2

P (VV):(WO2 - W2)2 +(2gW)2 .
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Fiir die Halbwertsbreite DW findet man:

(Moglichkeit zur experimentellen
Bestimmung der Dampfungs-
grof3e von Materieanregungen!)

Fir kleine Dampfung (? W <<W) kann
man setzen:
w,> - WP =

0 (Wo - W) X(Wo +W)
»(W, - W)>RW. Damit :

=005

2
_ _ g ¥ 0=0.1
=] X - B
PP et
0. g ¥/ wy=0.2
(Lorentzfunktion) ] o
Die grofite Leistung wird bei w = w, umgesetzt. bl W
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Beispiele fur Materieanregungen
=30 Iﬂl
|'"I E il
il _> II Ve an-Fraton-Resenane
f | 2 I
| H I-'-‘-' .
I|I I|II -3 |'I .\'\ - n
L__#f G 4l "y -]
.-_:'r e I‘.:II Ekii o

Realteil (€") und Imagi-
narteil (€") der optischen
Dielektrizitatskonstanten
e(w) fir den polaren Halb-
leiter GaP im Bereich der
optischen Gitterschwin-
gung im infraroten Spek-
tralbereich

Totaler Wirkungsquer -
schnitt fir den Einfang von
Neutronen in 92U fiir Neu-
tronen-Einfangsenergien
zwischen 1eV und 103eV.

Neutronen bestimmter Ener-
gienkonnen in den Kern
eindringen mit einer ge-
wissen Verweildauer dort,
(? Halbwertsbreite).

Resonanzabsorption von p*-
Mesonen (Pionen) mit Ener-
gienbis zu 0,5 GeV in Proto-
nen (Wasserstoff). Das ange-
regte , N-Teilchen® lebt nur
fur die Dauer der Flugzeit von
p*durch das Proton.

(Meson: Schweres Elektron,
instabil, m pr= 273m ).
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