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Einleitung

Teilchenbeschleunigung in Plasmen ist aus mehreren Griinden interessant. Alle effizien-
ten Beschleunigungsmechanismen in der Astrophysik sind Plasmaprozesse; wenn man
also die Herkunft und das Verhalten der beobachteten hochenergetischen Teilchen, die
die Erde erreichen, verstehen will, ist es sinnvoll sich mit den zugrundeliegenden Be-
schleunigungsprozessen auseinander zu setzen.

Auch im Labor ist Teilchenbeschleunigung in Plasmen interessant, auch wenn hier an-
dere Prozesse dominieren. Zu diesen Prozessen gehort die Laser Wakefield Acceleration,
der erstmals 1979 von Tajima und Dawson [51] vorgeschlagen wurde.

Die Grundidee der Laser Wakefield Acceleration (abgekiirzt LWFA) ist recht einfach:
Ein kurzer starker Laserpuls erzeugt in einem Plasma eine Plasmawelle und beschleunigt
durch die dort auftretenden hohen elektrischen Felder Elektronen bis zu einer Energie
von mehreren Gigaelektronenvolt.

Die exakte Wechselwirkung zwischen Elektronen und Laserfeld ist dabei extrem nicht-
linear und komplex. Dementsprechend wurden seit dem ersten Auftauchen dieses Pro-
zesses tausende Paper veroffentlicht, zahllose Simulationen durchgefiihrt und die Idee
von mehreren unabhéngigen Gruppen (zum Beispiel in Berkeley und Eindhoven) expe-
rimentell realisiert.

Interessant und immer noch Gegenstand theoretischer und praktischer Untersuchun-
gen sind zum Beispiel die optimale Wahl der Form des Laserpulses und der richtigen
Bedingungen im Plasma um eine moglichst grofie Anzahl an Elektronen bei moglichst
hoher Energie und kleiner Streuung in Energie und Winkelverteilung zu erzeugen.

Diese schnellen Elektronen koénnten fiir zukiinftige Teilchenbeschleuniger, aber auch
fiir Anwendungen in den Materialwissenschaften oder der Medizin interessant werden.

Ein weiterer interessanter Prozess ist die Surfatron-Beschleunigung, bei der Elektro-
nen auf einem longitudinalen elektrischen Feld ,reiten” und so zu hohen Energien be-
schleunigt werden. Auch diese Art der Teilchenbeschleunigung ist prinzipiell im Labor
erreichbar, jedoch nicht so gut untersucht wie LWFA. Dafiir sind hier mehr analytische

Aussagen moglich. Surfatron-Beschleunigung ist aulerdem interessant, da es sich bei
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der hocheffizienten Fermi-Beschleunigung, die in der Astrophysik oft behandelt wird,
um einen relativistischen Prozess handelt. Um diesen zu ermoglichen miissen die Teil-
chen also bereits eine Geschwindigkeit ausweisen, bei der erste relativistische Effekte
auftreten, also einige Zehntel der Lichtgeschwindigkeit. Moglicherweise ist Surfatron-
Beschleunigung der noch fehlende Quellprozess fiir diese leicht relativistischen Teilchen.

Ein weiterer Grund sich mit diesen im Labor moglichen Prozessen zu beschéftigen
ist, daB sie auf iiberschaubareren Zeit- und Léangenskalen stattfinden als die astrophysi-
kalischen Prozesse, die sonst mit Hilfe des ACRONYM Codes simuliert wurden. Beim
ACRONYM Code handelt es sich um einen relativistisch korrekten, dreidimensionalen
Particle-in-Cell Code, der in der Arbeitsgruppe von Dr. Felix Spanier fiir astrophysikali-
sche Fragestellungen entwickelt wurde. Stimmen nun die Simulationsergebnisse bei den
neuen Problemen mit den experimentellen und theoretischen Ergebnissen iiberein, dann
ist dies natiirlich ein deutliches Anzeichen dafiir, dafy der Code die Plasmaphysik korrekt
wiedergibt und die Vorhersagen fiir die im Labor nicht erreichbaren astrophysikalischen
Prozesse korrekt sind.

Prinzipiell ist es auch interessant den PIC-Code als Instrument zum Verstédndnis fiir
mikroskopische Prozesse im Plasma zu verwenden. Im Code sind einzelne Elektronen im
Gegensatz zur Natur unterscheidbar, so dafl es leichter zu untersuchen ist aus welchen
Raumgebiet die Elektronen stammen, die zu hohen Energien beschleunigt werden. Solche
Fragen lassen sich im Experiment nur mit deutlich héherem Aufwand klaren. Solche
Untersuchungen wurden schon gemacht, sprengen aber den Rahmen dieser Diplomarbeit.

Nach der Motivation soll jetzt noch kurz umrissen werden wie die vorliegende Arbeit
aufgebaut ist. Im ersten Kapitel werden die wichtigen Eigenschaften von Plasmen und
der verwendeten Laserpulse beschrieben. Ebenfalls betrachtet werden andere Beschleuni-
gungsmechanismen, um einen Vergleich zur LWFA ziehen zu kénnen. Das zweite Kapitel
gibt einen kurzen Uberblick, wie sich LWFA in Experimenten realisieren lasst. Im dritten
Kapitel findet sich eine Einfithrung in die numerische Untersuchung des Phanomens und
eine Motivation, diesen Zugang zu wahlen. Das vierte Kapitel stellt die Simulationser-
gebnisse und ihre physikalische Bedeutung vor. Im fiinften und letzten Kapitel werden
die Ergebnisse zusammengefasst und durch einen Ausblick auf die noch offenen Fragen

erganzt.
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1 Theorie

Dieses Kapitel erlautert die Grundlagen an Plasma- und Laserphysik, die fiir die weitere
Arbeit benotigt werden. Dazu wird zuerst der Zustand eines Plasma definiert, gefolgt von
der Definition und Erlauterung der wichtigen Parameter, die ein Plasma beschreiben. In
Abschnitt werden dann Eigenschaften und Verhalten des Laserpulses behandelt. Im
dritten Abschnitt findet sich eine Ubersicht iiber andere Beschleunigungsmechanismen,

wie sie aus astrophysikalischen Plasmen und Teilchenbeschleunigern bekannt sind.

1.1 Maxwell-Gleichungen

Grundlage fiir die Beschreibung des Verhaltens der elektrischen und magnetischen Felder

sind die Maxwell-Gleichungen, die in den verwendeten cgs-Einheiten wie folgt aussehen:

q 108

F = ——— 1.1
VX c Ot (1.1)

B = -4+ 1.2
VX c Ot + CJ (1.2)
V-B =0 (1.3)
V-E = 4mp (1.4)

Gleichung ist das allgemeine Induktionsgesetz, das das Entstehen elektrischer Fel-
der aus den Anderungen des magnetischen Feldes beschreibt. Das Ampéresche Gesetz
in Gleichung beschreibt das Entstehen magnetischer Felder aus Anderungen des
elektrischen Feldes und den vorhandenen Stromen. Gleichung besagt, daf} es keine
magnetischen Monopole gibt, Gleichung besagt, dafl positive und negative Ladungen
die Quellen und Senken des elektrischen Felds sind.
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1.2 Plasma

Ein Plasma ist ein Vielteilchensystem, dessen Teilchen durch eine starke und langreich-
weitige Wechselwirkung interagieren. Meist handelt es sich dabei um Elektronen und
Ionen, die iiber die elektromagnetischen Felder aneinander koppeln, und auf diese Plas-
men beschrankt sich auch die Diplomarbeit. Exotischere Plasmen wie Quark-Gluonen-
Plasmen bleiben unberiicksichtigt.

Ein fiir diese Diplomarbeit interessantes Plasma ist also ein heifles Gas aus positiven
und negativen Ladungstragern, das sich jedoch deutlich anders verhilt als ein Gas aus
neutralen Teilchen, die nur tiber kurzreichweitige Kréfte interagieren. So sind etwa neben
Schallwellen im Plasma und hochfrequenten elektromagnetischen Wellen, die nicht mit
dem Gas wechselwirken, auch Wellenmoden moglich, bei denen Dichteschwankungen
und elektromagnetische Felder gekoppelt sind.

Der Ubergang zwischen einem Gas aus neutralen Teilchen und einem Plasma, das nur
im Mittel neutral ist, ist kein scharfer thermodynamischer Phaseniibergang. Mit zuneh-
mendem Jonisierungsgrad verlieren die kurzreichweitigen Krafte zwischen den Teilchen
jedoch ihren Einfluss auf das Verhalten des Plasmas und kénnen zugunsten der kollek-
tiven Wechselwirkung vernachlassigt werden.

Im Folgenden geht es darum, einige Parameter, die ein Plasma beschreiben und sein

Verhalten mafigeblich beeinflussen, zu definieren und zu erklaren.

1.2.1 Temperatur und thermische Geschwindigkeit

Genau wie in einem Gas ruhen die Teilchen in einem Plasma nicht, sondern bewegen
sich mit einer charakteristischen Geschwindigkeitsverteilung. In Abwesenheit &uflerer
Storungen thermalisiert ein Plasma und man findet die bekannte Maxwell-Boltzmann-
Verteilung wieder. Diese besteht aus unabhangigen Gaufl-Verteilungen fiir die drei Ge-

schwindigkeitskomponenten v, vy, v, mit Mittelwert ;1 = 0 und Standardabweichung o.

-t (15)

Diese Grofle hat die Einheiten einer Lange pro Zeiteinheit und wird daher auch gerne
als die thermische Geschwindigkeit vy, bezeichnet, auch wenn sich natiirlich nicht alle
Teilchen mit dieser Geschwindigkeit bewegen.

Elektronen thermalisieren auf Grund ihrer geringen Masse relativ schnell und ihre

Geschwindigkeitsverteilung stimmt gut mit der Maxwell-Boltzmann-Verteilung iiberein.
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Die sehr viel schwereren Ionen brauchen viel langer zur Thermalisierung. Dies fiihrt dazu,
daf} die Temperatur der Ionen T},, von der Temperatur der Elektronen T, abweichen

kann. In den meisten Fallen sind die Ionen dann kalter als die Elektronen.

1.2.2 lonisierungsgrad

Ublicherweise wird der Ionisierungsgrad definiert als X = —— wobel n; die Zahl der
Ionen im Plasma ist und n,, die Zahl der neutralen Teilchen. Alternativ kann auch die
Zahl der freien Elektronen n. in der Definition verwendet werden, da in einem neutralen

Plasma die Neutralitatsbedingung gilt:
Ne = Ny (1.6)

Fiir Plasmen mit niedrigem lonisierungsgrad kann dieser ausgehend von der Tempera-
tur 7" und der lonisierungsenergie Fj,, mit Hilfe der Saha-Gleichung abgeschatzt werden.
Diese wurde von Megh Nad Saha 1920 zur Erklarung von Sternspektren verdffentlicht
(siehe [47]) und erlaubt es, die Temperatur eines Sterns anhand seines Spektrums zu

bestimmen. In moderner Notation lautet sie:

n? 2 g E;
—- = = —— 1.7
Np )‘?1]3 9n P ( kBT) (17)

Dabei ist A\yp die De-Broglie-Wellenlédnge eines Elektrons bei der betrachteten Tem-

peratur, welche gegeben wird durch:

B2
Ap = A —— 1.
B 27 me kgT (18)

Die Groflen g; bzw. g, bezeichnen den Entartungsgrad der Ionen bzw. neutralen Teil-

chen. Umgeschrieben als Gleichung fiir den Ionisierungsgrad erhalt man:

1-X N AJg gn P kT

Wenn andere Ionisierungsmechanismen auftreten, wie zum Beispiel die Bestrahlung

des Plasmas mit UV-Licht oder Ionisierung auf Grund hohen Drucks, so liefert die Saha-
Gleichung natiirlich keine korrekten Werte mehr. Auch wenn sich das Plasma (noch)
nicht im thermischen Gleichgewicht befindet kann die Abschétzung des lonisierungsgra-

des iiber die Saha-Gleichung falsche Ergebnisse liefert.
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1.2.3 Plasmafrequenz

Geht man von einem neutralen Plasma aus und verschiebt ein Elektron aus seiner Ru-
helage, so bleibt dort eine positive Nettoladung iibrig. Das Elektron wird von dieser
angezogen und bewegt sich zu seiner Ausgangslage zuriick. Wahrend des Zuriickschwin-
gens wachst die Geschwindigkeit des Elektrons jedoch immer weiter, so dafl es durch die
Ruhelage hindurch schwingt und sich in die entgegengesetzte Richtung entfernt. Dabei
wird es dann natiirlich von der positiven Nettoladung abgebremst. Wenn die kinetische
Energie vollstandig in potentielle Energie umgewandelt ist, befindet sich das Elektron
genau auf der anderen Seite seiner Ruhelage und wird anfangen zuriick zu schwingen.

Die Frequenz dieser Schwingung ist:

4 n €2

(1.10)

Wy = -

Eine einfache Herleitung findet sich in Tonks & Langmuir [52] wo die Plasmafrequenz
zum ersten mal verdffentlicht wurde. Diese Frequenz hat einen grofien Einfluss auf das
Verhalten des Plasmas, da elektromagnetische Wellen unterhalb dieser Frequenz stark
gedampft werden. Die Plasmafrequenz wird auch noch bei der Dispersionsrelation elek-

tromagnetischer Wellen und bei der Wahl der Simulationsparameter auftauchen.

1.2.4 Debye-Lange

Global gesehen ist das Plasma neutral und Ladungsschwankungen gleichen sich rasch
aus. Auf sehr kleinen Skalen kénnen jedoch Bereiche auftauchen, die nicht neutral sind.
Die typische Langenskala auf der dies moglich ist, ist die Debye-Lange. Diese charakteris-
tische Grofle wurde 1923 von Debye und Hiickel fiir Elektrolyte (wo auch frei bewegliche
Ladungstriager vorkommen) definiert (siche Debye & Hiickel [19]).

Eine einfache Herleitung der Debye-Lénge in Plasmen findet sich in [I]. Diese Herlei-
tung geht davon aus, dafl die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen W, und der
Ionen W; in einem kleinen Volumenelement dV iiber einen einfachen Boltzmann-Faktor

vom elektrostatischen Potential ® abhangt.

s )

W (dV) = neefsTdV =~ (1 + ]:B_T) ne dV (1.11)
_ea o

Wi(dV) = nye BT dV =~ (1 - I;—T) n; dV (1.12)
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Die Niherung in Gleichung und gilt fiir den Fall, daf3 die thermische Energie
gegeniiber der Energie im elektrostatischen Potential tiberwiegt. Dann gilt e® < kgT
und man kann die Entwicklung der Exponentialfunktion nach dem linearen Glied ab-
brechen.

Betrachtet man nun die Ladung in einem Volumenelement, so kann man die Ladungs-
dichte p auch durch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit W ausdriicken. Befindet sich ein
Teilchen mit einer Wahrscheinlichkeit von zehn Prozent in einem Volumenelement, so
bringt dieses Teilchen (im Mittel iiber viele Teilchen) zehn Prozent seiner Ladung in
das Volumenelement ein. Zusammen mit der Neutralitatsbedingung aus Gleichung
erhalt man so:

pdV = —eW,(dV) + eW;(dV) = —@ ne dV (1.13)
kgT

Gleichung [I.13] gibt einen linearen Zusammenhang zwischen der Ladungsdichte p und
dem Potential ® an. Andererseits sind diese beiden Groflen auch iiber die Poisson-
Gleichung verkniipft:

Ad = —4drep (1.14)

Damit erhalt man eine einfache Differentialgleichung fiir das Potential ®:

)

AD = —
b

(1.15)
Die Konstante A\p hat dabei die Einheiten einer Lange und ist genau die gesuchte
Debye-Lange:
kgT
81 n e

Ap = (1.16)

Die Bedeutung dieser Grofle lasst sich besser erkennen, wenn man die Differentialglei-

chung lost. Man erhalt folgende kugelsymmetrische allgemeine Losung:

A _r B -
b=—e o + —e'p (1.17)
r r
Da das Potential fiir den Grenzfall r — oo verschwinden soll, muss die Konstante B
Null sein. Nimmt man weiterhin an, dafl sich das Potential fiir kleine Abstédnde genauso
verhalten soll wie in der Umgebung eines einfach positiv geladenen Teilchens, so erhalt
man:
[ T

d=-¢ 1.1
L (118)
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Fiir sehr kleine Abstinde fallt das Potential wie im Vakuum mit Y ab, fiir grofie
Abstéande aber viel schneller, da die Ladung das Plasma polarisiert. Die entstehende
Hiille aus negativ geladenen Teilchen schirmt die positive Ladung ab und lasst das Po-
tential schnell abfallen. Die charakteristische Langenskala, auf der diese Abschirmung
stattfindet, ist dabei gerade die Debye-Lénge, die angibt, bei welchem Abstand das Po-

tential auf ¢ des Werts im Vakuum gesunken ist.

1.2.5 Magnetisierung

Prinzipiell kann ein Plasma durch die Bewegung der geladenen Teilchen magnetisiert

sein. Die Starke der Magnetisierung lasst sich gut tiber den Parameter (3, der das Verhalt-

nis aus thermischen Plasmadruck p = nkgT und Druck durch das Magnetfeld py,qq = %
ist, beschreiben:
2
p==top (1.19)

Bg
Fiir grole Werte von 3 dominiert die kinetische Bewegung das Verhalten des Plasmas,
wahrend fiir den Fall 3 < 1 die Teilchen sich nur entlang der Feldlinien bewegen konnen.
Senkrecht zur Feldlinie kann das Teilchen nur eine Gyrationsbewegung durchfiihren. Die
in dieser Diplomarbeit verwendeten Plasmen sind jedoch stets unmagnetisiert, also im
Bereich 3> 1.

1.2.6 Dispersionsrelation

In einem Plasma wechselwirken Teilchen iiber die elektromagnetischen Felder. Dies fiihrt
dazu, dafl sich die Bedingungen fiir die elektromagnetischen Wellen im Vergleich zu
Vakuum deutlich andern. Dort gilt der einfache Zusammenhang w = ck zwischen der
Kreisfrequenz w der Welle und dem Betrag des Impulsvektors k& = ]/; .

Im Plasma wird diese Dispersionsrelation komplizierter. Fiir die Herleitung benotigt
man aufler den beiden Maxwell-Gleichungen und noch das zweite Newtonsche
Gesetz F' = md und die Lorentz-Kraft . Aus den letzten beiden Gleichungen erhalt

main:

ov ~ U o

= = E+—-xB 1.2

m- o e( +ox ) (1.20)
ov e (= U =
v _ € Y« B 1.21
ot m ( i ¢~ ) (1.21)
e =

~ —F 1.22

< (1.22)
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Die Naherung in Gleichung gilt dabei fiir kalte Plasmen ohne Hintergrund-
Magnetfeld, in denen die Phasengeschwindigkeit der Welle sehr viel grofer ist als die

thermische Geschwindigkeit der Elektronen. Fiir den Strom erhélt man damit:

ne 2

j=net=—E (1.23)

m
Man kann nun die Maxwell-Gleichung auf beiden Seiten einmal nach der Zeit
ableiten und den Strom aus Gleichung|l.23|einsetzen. Die Zeitableitung des magnetischen
Feldes ersetzt man dabei anhand der zweiten Maxwell-Gleichung. Ubrig bleibt dann die
folgende Gleichung fiir das elektrische Feld.

V x (— (v x E)) LPE | dmne g (1.24)

c Ot? c m

Wiéhlt man nun eine Welle die in z-Richtung propagiert und deren elektrisches Feld

in z-Richtung liegt, also E = E,e'*>%" erfiillt, so erhilt man:
1 4
ek By = - (iw)? B, + —WEE (1.25)
¢ m

Mit der Definition der Plasmafrequenz aus Abschnitt erhalt man daraus die

Dispersionsrelation einer elektromagnetischen Welle in einem kalten Plasma:
w? = w,? + k*c? (1.26)

Man sieht an dieser Gleichung recht deutlich, daf sich keine elektromagnetischen Wel-
len unterhalb der Plasmafrequenz ausbreiten konnen. Dies ist sofort verstéandlich, wenn
man sich iiberlegt, dafl fiir diese Wellen die Elektronen dem elektrischen Feld folgen
konnen und dieses exponentiell beim Eindringen in das Plasma déampfen.

Abbildung zeigt die Dispersionsrelation, die man aus einer Simulation erhélt. Ein
thermisches Plasma mit vy, = 0.1c mit 1024 x 32 x 32 Zellen wurde fiir 4000 Zeitschritte
simuliert. (Die restlichen Parameter sind in Anhang |A| aufgefiihrt.) Anschlieflend wurde
die Komponente des elektrischen Feldes, die langs einer der kurzen Achsen zeigt, iiber
die y-z-Ebene gemittelt. Die resultierenden Daten im x-t-Raum wurden zeitlich und
raumlich fouriertransformiert. So erhalt man die gezeigte Dichte im w-k,-Raum.

Die erlaubten und thermisch besetzten Moden der elektromagnetischen Wellen ge-
hen klar erkennbar bei £k = 0 durch w = wp. Symmetrisch um diesen Punkt steigt w

parabolisch an. Abweichend von Formel nahert sich die Dispersionrelation nicht
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Abbildung 1.1: Dispersionsrelation fiir elektromagnetische Wellen.

asymptotisch der Winkelhalbierenden, sondern knickt bei hohen Betragen von k durch
numerische Effekte zunehmend ab. Beim maximal moglichen k-Wert, der durch die Grofie
der Simulationsbox vorgegeben wird, erreicht die Kurve mit verschwindender Steigung

die Frequenz w = %wNyquiSt.

1.2.7 Wave Breaking Limit

In Abschnitt[I.2.6) wurde gezeigt, daB sich elektromagnetische Wellen nicht bei beliebigen
Frequenzen ausbreiten konnen. Doch auch die Amplitude der Welle unterliegt einer
Beschrankung. Uberschreitet das elektrische Feld den kritischen Wert Epay, so schwingen
die Elektronen weit genug aus der Ruhelage um ins nachste Wellental zu gelangen. Dies
dampft die Schwingung stark ab und man sagt ,,die Welle bricht“. Dieses Verhalten wurde
erstmal 1958 von Dawson erkannt und in [I8] beschrieben. Fiir eine nichtrelativistische

Welle in einem kalten Plasma erhalt man fir das kritische elektrische Feld:

g (1.27)

e

10
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Fiir relativistische Wellen und warme Plasmen erhélt man andere Grenzen, die deutlich
héher liegen kénnen. Eine gute Ubersicht bieten Katsouleas und Mori in [34].
Fiir den Fall eines warmen, aber nichtrelativistischen Plasmas, wie es fiir die Surfa-

tronbeschleunigung interessant ist, findet man dort:

1 1 1
Egmwpvth.\/l_gﬁ—gﬁzl + 2032 (1.28)
e

1.2.8 Hybrid-Wellen

Abschnitt zeigt die Herleitung fiir die Dispersionsrelation elektromagnetischer Wel-
len. Dies ist jedoch nicht die einzige Wellenmode, die im Plasma moglich ist. In Abschnitt
wird eine andere Wellenmode, die obere Hybridschwingung, relevant. Daher soll
hier gezeigt werden, wie man mit Hilfe der Methode der harmonischen Analyse aus der
Fluidbeschreibung des Plasmas die Existenz und die Eigenschaften dieser Wellenmode
berechnen kann.

Fiir die Beschreibung des Plasmas als Fluid bendtigt man aufler den Maxwell-Gleich-
ungen aus Abschnitt noch einige weitere Gleichungen. Zuerst betrachten wird den
Zusammenhang zwischen den Anzahldichten der Elektronen und Protonen und der dar-
aus resultierenden Ladungsdichte, sowie den mittleren Geschwindigkeiten der beiden

Teilchenspezies und dem daraus resultierenden Strom.

J = n;e ’Jz —Ne € ﬁe (130)

Fiir jede Spezies a gilt eine Kontinuitéats-Gleichung, die Dichte und mittlere Geschwin-

digkeit verkntipft:
Ong

ot
Als letzte Gleichung benétigt man noch einen Zusammenhang zwischen Anderung der
mittleren Geschwindigkeit und der Kraft die im Mittel auf auf Teilchen wirkt. Unter

Verwendung der konvektiven Ableitung lasst sich dieses schreiben als:

V- (naiia) =0 (1.31)

MaNg (% + (€u - V) da> = (Mg (E + % X é) —Vp (1.32)

Wenn man Warmetransport vernachlassigen kann, dann ist der Druck durch die fol-
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gende Gleichung gegeben:
Vp=kgT Vn (1.33)

Nachdem nun die Beschreibung des Plasmas (im Rahmen der verwendeten Naherun-
gen) komplett ist, ist es als ndchstes wichtig, den Ansatz fiir die harmonische Analyse zu
wahlen. Fiir die Hybrid-Mode nimmt man dabei ein Hintergrund-Magnetfeld der Stéarke
By in z-Richtung, identische Dichte der Ionen n; und Elektronen n. an. Elektrisches
Feld, Strom und mittlere Geschwindigkeit verschwinden im Mittel.

Desweiteren nimmt man an, daf§ sich auf diesem Hintergrund eine kleine Storung mit

harmonischer Zeitabhéngigkeit in x-Richtung ausbreitet. Der vollstandige Ansatz lautet

damit:

0 0

B = ]0]|+]o0|ethaed (1.34)
By B
E,

E = |EB, |t (1.35)
0
Uy

i = |u, |e* (1.36)
UZ

n = n;+ne+ An ke (1.37)

Aus der Gleichung [1.37] die die Dichte-Schwankung der Elektronen An enthélt, und
der Bedingung der Quasineutralitat aus Gleichung [1.6] folgt fiir die Ladungsdichte p:

p=—e An k=) (1.38)
Fir den Strom j gilt:
j = Z Na o ﬁa (139)
= —(n.+An ei(m*“’t)) e (o ei(km*”t)) (1.40)
= —en, iy B9 — e An i, e¥krmed) (1.41)
~ —en, iy ekt (1.42)

12
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Der zweite Term in Gleichung fallt dabei weg, da er als Produkt zweier kleiner
Storungen (An und %) noch viel kleiner und damit vernachléssigbar ist. Diese Vorgehens-
weise wird auch im weiteren Verlauf der harmonischen Analyse immer wieder verwendet,
um die Zahl der Terme tiberschaubar zu halten.

Um aus dem Ansatz eine Losung der Fluid-Beschreibung zu erhalten, miissen jetzt
noch acht Groflen bestimmt werden. Diese sind die Starke der Storung im Magnetfeld By,
Starke und Richtung des elektrischen Feldes £, und E,, die Starke der Dichteschwankung
An, die drei Komponenten des Stroms j, also u,, u, und u, und die Kreisfrequenz w der
Welle. Der Betrag k£ des Wellenvektors k= ke, wird dabei als bekannt angenommen.
Man erhalt dabei natiirlich fiir unterschiedliche k& unterschiedliche w, so dafl man am
Ende der harmonischen Analyse die Dispersionsrelation w(k) untersuchen kann.

Um die noch unbekannten Grofien zu bestimmen, setzen wir nun das Magnetfeld aus
Gleichung [1.34] und das elektrische Feld aus Gleichung [1.35] in das Induktionsgesetz in

Form von Gleichung [1.1] ein.

. 108
VXFE = ——— 1.43
% c Ot ( )
, 0
i 0 ei(kw—wt) _ %’d 0 ei(kar—wt) (144)
kE, By
= kE,=>B (1.45)
¢

Genauso setzt man Gleichung und Gleichung [I.35]in das Amperesche Gesetz aus
Gleichung [1.2] ein.

VxB = %%—f + 4{]’ (1.46)
0 , E, Uy
—ikB, | efthe=et) = it E, ghr=t) _poe am Uy ghz=wt) (1.47)
0 ‘ 0 ¢ U,
= wk, =41 n, e u, (1.48)
= kB = %Ey - ? Ne € Uy (1.49)
= u, =0 (1.50)

Gleichung [1.50] wird im Folgenden auch immer gleich ausgenutzt um unniitze Terme

13



Kapitel 1. Theorie Patrick Kilian

zu vermeiden. Als nachstes betrachten wir die Kontinuitatsgleichung fiir Elektronen.

0 : ,
g (n6 + An el(k“”_“’t)) = -V ((ne + An ez(lm_“’t)) ﬁ) (1.51)
—iw An e'*ret) = _jn, ko, eftemed (1.52)
= wAn=n.ku, (1.53)

Als letztes betrachten wir jetzt noch Gleichung fiir den Impuls-Strom. Hier ist

vor allem der Term Vp interessant.

Vp = V (kBT (ne + An e"(kx’“’t))) (1.54)
= kpT V (An 'kr=eh) (1.55)
= kT An; k e'kz=t) (1.56)

Setzt man diese Gleichung in Gleichung[I.32]ein und vernachléssigt alle Terme hoherer

Ordnung, die durch die konvektive Ableitung entstehen, so erhalt man:

Uy E, uy By 1
W mene | u, gilhbz=wt)  — op, E, | - 625 —u,Bo | + kgT Anik | 0 [(1.57)
0 0 0 0
= WM Ne Uy =ene By — %uy By + kT An i k(1.58)
c
€ Ne

= Wmeneu, =en. B, + uy By (1.59)

C

Mit den Gleichungen [1.45] [1.48] |1.49} [1.53] [1.58 und hat man jetzt sechs Glei-

chungen, um die verbleibenden sieben Parameter zu bestimmen.

Die ersten beiden Gleichungen lassen sich nach E, und E, auflosen, womit diese
aus den iibrigen Gleichungen entfernt werden konnen. Die nachsten beiden Gleichungen
lassen sich nach An und B; auflésen. Setzt man diese ein, so bleiben zwei Gleichungen

fir die drei Unbekannten u,, u, und w tbrig.

Byeneu, 41 e? nz Tu, ik? kT n. u,

TMe Ne Uy W = — + + (1.60)
c w w
. Byeneu, 4ie*n?wu,w
1 Me Ne U = - = 1.61
y c c2k? — w2 ( )

14
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Dies lasst sich auch in Form einer Eigenwertgleichung schreiben:

A (w) ~0 (1.62)

Dabei ist die Matrix A gegeben durch:

. ; 2 1.2
—iMme W+ 47rz:7,)e e + ik CIjBT _eCBO
A= | -, (1.63)
ie Bo —im. W — 4mine e” w
c e 2k2_2

Gleichung hat nur dann nichttriviale Losungen, wenn die Determinante von A
verschwindet. Physikalisch bedeutet diese Bedingung an w, dafl sich nur bestimmte Wel-
lenmoden mit charakteristischem w ausbreiten. Die Gleichung [|A|| = O liefert ein Po-
lynom vierten Grades in w und damit auch vier unterschiedliche Losungen. Es gehdren
jedoch immer eine positive und eine negative Losung zusammen, die die vorwarts und
riickwarts laufende Welle der gleichen Mode beschreiben.

Fir die Hybrid-Welle erhalt man:

1
w(k) = w2 + 3 <Q2 + (¢ +vpy) K — \/((ufh — )k +02) 442 wg) (1.64)

Dabei ist €2, die Zyklotron-Frequenz der Elektronen im Hintergrund-Magnetfeld:

B
Q= 220 (1.65)

Me C

In der Dispersionsrelationen w(k) tauchen nur gerade Potenzen von k auf; die Kreis-
frequenz w hangt also nicht vom Vorzeichen von k und damit der Ausbreitungsrichtung
der Welle ab. Dies ist auch das physikalisch zu erwartende Verhalten, da sich die Welle
im rechten Winkel zum Hintergrund-Magnetfeld ausbreitet und somit keine Vorzugsrich-
tung fir die Ausbreitung vorhanden ist.

Als zweite Losung erhélt man die sogenannte ,,Extraordinary Wave®, mit der Disper-

sionsrelation:

1
w?(k) = w + B (Qg + (¢ +vp) K + \/((vfh — k2 4+ 02)° +4 Q2 wﬁ) (1.66)

Zur Veranschaulichung zeigt Abbildung [1.2] einen Plot der Dispersionsrelationen. Da-

3

bei wurde eine Dichte von n; = n, = 5-10%®cm™3, ein Hintergrund-Magnetfeld von

3-10°G und eine Elektronen-Temperatur von einem Mega-Kelvin angenommen.
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Abbildung 1.2: Dispersionsrelation der Hybrid-Schwingung (in blau) und der ,Extra-
ordinary Wave®“ (in rot) bei einer Dichte von n = 1-10"%cm™, einem
Hintergrund-Magnetfeld von 3-10°G und einer Elektronen-Temperatur
von 10°K. Griin gestrichelt ist die Plasmafrequenz w, eingezeichnet.

Am flachen Verlauf der blauen Kurve in Abbildung erkennt man sehr deutlich, daf3
die Gruppengeschwindigkeit der Hybrid-Wave deutlich unter der Lichtgeschwindigkeit
liegt. Eine Welle, die eine Gruppengeschwindigkeit von v, = ¢ aufweist, wiirde in dieser

Darstellung einen Winkel von 80 Grad relativ zur k-Achse aufweisen.

1.3 Laser

Die theoretischen Grundlagen fiir einen Laser wurden 1917 von Albert Einstein in sei-
ner Veroffentlichung ,, Zur Quantentheorie der Strahlung® gelegt. 1960 wurde der Laser
von Theodore Maiman erstmals experimentell realisiert (siehe [38]). Seitdem hat das
Feld der Laser eine rasante Entwicklung durchgemacht. Inzwischen ist es moglich, Laser
aufzubauen, die extrem kurze Pulse im Bereich weniger Femtosekunden erzeugen, und
deren Leistungsabgabe im Puls bei einigen Terawatt liegt. Gleichzeitig lésst sich der
Laserpuls gut fokussieren, was im Fokus zu extrem hohen Energiedichten fithrt. Genau

diese Bedingungen werden fiir einen Laser Wakefield Accelerator benotigt.
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1.3.1 Normiertes Vektorpotential

Ein geeigneter Parameter, um die Starke eines Laserpulses anzugeben, ist das normierte
Vektorpotential ag, auch bekannt als ,laser strength parameter®. Definiert wird dieser

einheitenlose Parameter meist wie folgt:

e A

m c2

ag = (1.67)
Dabei ist A der Betrag des Vektorpotentials ff, das iiber die Beziehung B=VxA
mit dem magnetischen Feld und iiber E = -Vd— %%—f mit dem elektrischen Feld
zusammenhangt. Multipliziert mit der Elementarladung e erhalt man eine Energie, die
mit der Ruheenergie eines Elektrons verglichen wird.
Fiir einen Laser mit (Mitten-)Frequenz w kann man diesen Parameter auch in Ab-

hangigkeit vom Betrag der maximalen Feldstarke des elektrischen Felds angeben:

e B
ag =
m w C

(1.68)

Als dritte Moglichkeit kann man die Abhangigkeit von der Intensitat des Lasers [
und der Wellenldnge A\ angeben. Fiir die Herleitung dieser Formel bendtigt man den

Zusammenhang zwischen Intensitat und elektrischem Feld:

cE?
] = — 1.
o (1.69)
871
=E = 72 (1.70)

und den Zusammenhang zwischen w und der Wellenlange \:

c
=21 — 1.71
w=2m § (1.71)

Setzt man dies in Gleichung ein, so erhalt man:

2e2 )X ]
— - - - 1.72
o V 7 m?2cP ( )

o T AN
= 855-107° W <M—m) (1.73)

Fiir die hohen Leistungsdichten von bis zu 10!'® W/cm? und einer Wellenlange von
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circa einem Mikrometer, wie sie bei LWFA verwendet wird, erreicht das normierte Vek-

torpotential eine Groflenordnung von 1.

1.3.2 Strahlaufweitung und Strahlfiihrung

N\x

e

Abbildung 1.3: Skizze zur Definition wichtiger Strahlparameter. Darunter minimaler
Strahlradius wy und Rayleigh-Lange zg

Abbildung [1.3] zeigt einen Querschnitt durch einen fokussierten Laserstrahl im Bereich
um den Fokus. Weit vom Fokus entfernt verlaufen die Rander des Strahls effektiv entlang
von Geraden, die den Divergenz-Winkel © einschlieSen. Dies entspricht dem Ergebnis
der geometrischen Optik. Direkt am Fokus erreicht der Strahl jedoch nicht den Durch-
messer Null, der anhand der sich kreuzenden Geraden aus der geometrischen Optik zu
erwarten ware. Der Strahl unterschreitet vielmehr nie einen minimalen Radius wg. Da-
mit verschwindet auch das Problem, daf§ die Intensitdt unendlich hoch werden miisste,
wenn der Strahlquerschnitt verschwindet. Insgesamt erhalt man eine Hyperbel, die sich
asymptotisch an die Geraden der geometrischen Optik annahert.

In der Realitat hat ein Laserstrahl in Querrichtung keine scharfe Grenze. Man definiert
daher eine Begrenzung iiber den Abfall des elektrischen Feldes auf »/ des maximalen
Wertes entlang der Achse. Als dquivalente Definition, die auf die gleichen Begrenzungs-
linien fithrt, kann man den Abfall der Intensitiat auf /> verwenden.

Durch das Ansteigen des Radius und damit der Querschnittsfliche hinter der Strahl-
taille sinkt die Intensitat des Lasers. Nach einer Rayleigh-Lange zp ist hat sich die
Strahlflache verdoppelt und damit die Intensitéit (unter Vernachldssigung anderer Ver-
luste) halbiert. Der Radius betrigt hier v/2 wy.
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Sind Radius am Fokus wy und die Wellenlange A bekannt, so kann man die Rayleigh-

Lange zi wie folgt berechnen:
T Wi

p— ].-4
ZR 3 (1.74)

Mit der sinkenden Leistungsdichte im Strahl sinkt natiirlich auch die Starke der erzeug-
ten Plasmawelle und damit die Beschleunigung der Elektronen. Um zu den erwiinschten
hohen Energien der Elektronen zu kommen, ist es also notig das Aufweiten des Laser-
strahls zu verhindern. Um dies zu erreichen gibt es zwei Moglichkeiten.

Die erste ist, ein geeignetes Dichteprofil im Plasma zu erzeugen, in dem die Dichte
des Plasmas entlang der gewiinschten Propagationsrichtung abgesenkt ist und radial an-
steigt. In einem solchen Dichteprofil ist der Brechungsindex in der Mitte kleiner als weiter
aufen und der Laserstrahl wird wie in einer Glasfaser gefiihrt. Ein solches Dichteprofil
lasst sich erzeugen, in dem man einen eng fokussierten Laser mit kurzer Wellenlange
entlang der Strahlachse einschieffit und das Plasma damit aufheizt. Durch die kurze Wel-
lenlange weitet sich dieser Vorpuls wesentlich weniger auf. Das Plasma bildet auf Grund
der thermischen Expansion ein parabolisches Dichteprofil aus, in dem sich dann der
langwelligere aber deutlich stirkere Beschleunigungspuls ohne Aufweitung ausbreiten
kann.

Die andere Moglichkeit besteht darin, den Laserpuls so hoher Intensitat zu verwen-
den, dafl der Strahl sich aufgrund seiner Auswirkungen auf das Plasma selbst fokussiert.
Oberhalb einer kritischen Leistung P, verdrangt der Laserpuls die Elektronen. Dadurch
sinkt die Dichte, und damit der Brechungsindex, was den Laser fokussiert. Eine Herlei-
tung fiir kurze Pulse, die die sehr viel schwereren Ionen nicht beeinflussen, findet sich
bei Sun et al. [49]. Dort findet sich als kritische Leistung fiir einen Laser der Frequenz

wr,: )
P, =168-10" W . (ﬂ> (1.75)
Wp
Dieser Mechanismus lasst sich durchaus auch mit der ersten Methode kombinieren wie

zum Beispiel in Borisov et al. [9] gezeigt.

1.4 Beschleunigungsprozesse

Im folgenden werden einige Beschleunigungsprozesse hinsichtlich ihrer Eigenschaften und
ihres Vorkommens beschrieben um diese Beschleunigungsprozesse mit der Laser Wake-

field Acceleration vergleichen zu kénnen.
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1.4.1 Fermi-Beschleunigung erster Ordnung

a) shock front b)
downstream upstream
¥, Ty U ¥
e - -~

Abbildung 1.4: a) Das Auftreffen des schnelleren downstream Gases auf das ruhende
upstream Gas erzeugt eine Schockwelle, die sich mit v, vorwarts bewegt.
b) Im Ruhesystem der Schockfront bewegt sich das upstream Gas mit v,
in die Schockfront hinein und verlésst sie im downstream Bereich mit v,.
Zusatzlich eingezeichnet findet sich der Weg eines Teilchens das mehrfach
die Schockfront durchquert und dabei beschleunigt wird.

Trifft ein schneller Gasstrom der Dichte p,; auf eine langsamere dichtere Gasmasse
mit Dichte p,, so wird das schnellere Gas weiter komprimiert und es bildet sich eine
Schockfront aus. Die Geschwindigkeit, die die schnellere Gasmasse (downstream Region)
gegeniiber der langsameren upstream Region hat, wird im Folgenden mit v, bezeichnet.
Die Geschwindigkeit, mit der sich die entstehende Schockfront ausbreitet, liegt dariiber
und wird mit vy bezeichnet. Schematisch dargestellt findet sich diese Region in Abbildung
)

Abbildung b) zeigt die gleiche Region, aber diesmal im Ruhesystem der Schock-
front. Hier bewegt sich das upstream Gas mit vs in die Schockfront hinein und verlasst
diese mit vy = v; — v, im downstream. Da die gleiche Masse pro Zeit in die Schockfront

hinein- wie hinausstromen muss gilt:

Pd V4 = Pu Vs (1.76)

Das Verhéltnis zwischen den beiden Dichten wird als Kompressionsverhaltnis R be-
zeichnet und héngt vom Adiabatenexponent v des Gases ab. (Man erhilt diese Relation

aus den Rankine-Hugoniot-Sprungbedingungen, die ihrerseits aus Massen-, Impuls- und
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Energie-Erhaltung folgen, siehe z.B. [35].)

_pa_atl v

R =
pu Y—1

(1.77)

Damit lasst sich ein Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit der Schockwelle v,

und dem Geschwindigkeitsunterschied der Gasmassen v, angeben:

Vs — Vp = Vg = Us (1.78)

R
R

= Vs = R_1 Up (1-79)

Fiir ein einatomiges, nichtrelativistisches Gas ist der Adiabatenexponent v = g und
damit das Kompressionsverhaltnis R = 4. Damit breitet sich die Schockwelle ein Drittel
schneller aus, als man durch die naive Annahme v, = v5 erwarten wiirde.

Ein relativistisches Teilchen kann eine solche Schockfront durchaus mehrfach tiber-
queren, wie in Abbildungb) skizziert, und gewinnt dabei im Mittel mit jeder Kollision
an Energie. Dieser Prozess wird Fermi-Beschleunigung erster Ordnung oder Schockbe-
schleunigung genannt. Fiir die Herleitung (nach [46]) betrachtet man ein Teilchen, das
sich relativistisch mit Energie E; und Impuls p; =~ % auf die Schockfront zubewegt.
Die Schockfront wird als ebene Fliache angenommen und der Winkel zwischen Impuls
und der Normalen der Schockfront mit #; bezeichnet. Transformiert man die Energie des

Teilchens in das Ruhesystem des Downstreams so erhalt man:

El = %E =By p.c (1.80)
= E (1 — [Fcosb) (1.81)

Dabei ist = 2 und v, = 1/ m der zugehorige Lorentz-Faktor.

Das Teilchen kann nun im downstream Bereich an einem Teilchen oder einer Schwan-
kung im dortigen Magnetfeld gestreut werden und die Schockfront erneut iiberqueren.
Nimmt man an, daf§ das Teilchen nach der Streuung die Energie E) hat und die Schock-
front unter dem Winkel 6, iberquert so erhalt man fiir die Energie zuriick im Bezugsys-

tem des Upstream:
Ey = y,E5 (1 + Beosby) (1.82)

Unter der Annahme, dafl die Streuung elastisch, also ohne Energieverlust stattfindet,

kann man F;{ = FE setzen und damit Formeln [1.81| und [1.82 zusammensetzen. (Dies

ist fiir Streuung an Magnetfeldschwankungen erfiillt, Stofle an Teilchen fithren durch die
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hohen Energien oft zu Kernprozessen und damit unelastischen St68en). Nimmt man nun
noch an, dafl das Teilchen im Upstream wieder gestreut wird und sich erneut auf die
Schockfront zubewegt, so kann man die Anderung der Energie bei einem vollstandigen

Umlauf betrachten:

AFE

B Y2 (1= Bcosby) (14 Feosby) —1 (1.83)

Dieser Ausdruck héngt noch von den Winkeln 6; und 65 ab, wirklich interessant ist aber
der mittlere Energiegewinn unabhangig vom konkreten Teilchen. Dafiir benotigt man
die Mittelwerte (cos6;) und (cos ) fiir alle Teilchen die die Schockfront durchqueren.
Gewichtet man jeden Winkel mit dem Flufl an Teilchen, die die Schockfront unter diesem

Winkel durchqueren, so erhélt man:

(cosby) =~ —; (1.84)
(cosly) = ; (1.85)
<%]f> gﬁ (1.86)

Der Ausdruck fiir die Anderung der Energie in Formel ist erster Ordnung, was
auch den Namen des Beschleunigungsmechanismus erklart. Die Terme hoherer Ordnung,
die ebenfalls auftreten, konnen vernachlissigt werden, da 8 < 1 ist. Die Anderung der
Energie ist positiv, die Teilchen werden also beschleunigt; mit steigendem [ und damit

steigender Geschwindigkeit der Schockfront v, wird der Energiegewinn immer grofler.

1.4.2 Fermi-Beschleunigung zweiter Ordnung

Nach dem gerade erlauterten Beschleunigungsprozess erster Ordnung soll nun auf die ur-
spriingliche Fermi-Beschleunigung, wie sie 1949 vorgeschlagen wurde, eingegangen wer-
den. Zur Unterscheidung von der Schockbeschleunigung wird dieser Prozess als Fermi-
Beschleunigung zweiter Ordnung oder als diffusive Beschleunigung bezeichnet. Fermi
selbst ging von Reflexion an magnetischen Spiegel als Streumechanismus aus, spatere
Paper wie [32] schlagen resonante Interaktion mit Alfvén-Wellen vor, was aber nichts an
der grundlegenden Idee der Herleitung oder dem Ergebnis andert.

Genau wie in Abschnitt [L4.1] betrachtet man ein relativistisches Testteilchen mit
Energie F; und Impuls p; ~ % Dieses trifft auf eine Gaswolke im interstellaren Medi-

um, die sich mit Geschwindigkeit v relativ zum umgebenden Medium bewegt. Transfor-
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Eip;

Abbildung 1.5: Ein Teilchen trifft unter einem Winkel von 6#; auf eine Gaswolke der
Geschwindigkeit v und wird darin mehrfach gestreut, bevor es die Wolke
unter einer zufélligen Richtung 0, wieder verldsst. (Abbildung aus [31])

miert man das Teilchen in das Ruhesystem der Wolke, so hat es dort die Energie F| =

YE1 (1 — Bcosty). Dabei ist = ¢ und v = 1/\/1—752 der zugehorige Lorentz-Faktor

der Wolke. Die Riicktransformation ins Laborsystem ergibt Ey = vE} (1 + 3 cos s)
Nimmt man elastische Streuung an (E] = EY), so erhdlt man fiir den relativen Ener-

giegewinn:
AE 11— 3cosb; + 3 cosby — 3% cos 0y cos O
E 1— 32

Auch hier interessiert der mittlere Energiegewinn und dazu bendtigt man wieder die

—1 (1.87)

gewichteten Mittelwerte tiber die Winkel. Fiir den Austrittswinkel 6, ist dies recht ein-
fach. Das Teilchen wird in der Wolke mehrfach gestreut, so dal man davon ausgehen
kann, dal der Austrittswinkel gleichverteilt ist und (cos fy) = 0 gilt. Fiir den Mittelwert
beim Eintrittswinkel ; mufl man beriicksichtigen, wie wahrscheinlich eine Kollision zwi-
schen Teilchen und Wolke ist. Diese Kollisionswahrscheinlichkeit P ist dabei bestimmt
durch die Relativgeschwindigkeit zwischen Teilchen und Wolke. Fiir ultrarelativistische

Teilchen erhalt man P ~ 1 — Fcos#;. Damit ergibt sich fiir den Eintrittswinkel:

(cosBy) ~ B (1.88)

3

Die mittlere Anderung der Energie ergibt sich damit zu:

A
<FE> ~ %ﬁQ (1.89)
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Damit ist auch klar, warum die diffusive Beschleunigung als Fermi-Beschleunigung
zweiter Ordnung bezeichnet wird. Das relativistische Teilchen gewinnt zwar Energie
(<%> > 0), aber nur sehr langsam, da 3 deutlich kleiner als eins ist und quadratisch
eingeht. Auflerdem funktioniert dieser Beschleunigungsmechanismus, genau wie auch
Fermi-Beschleunigung erster Ordnung, nur, wenn das Teilchen schon zu Beginn relati-

vistisch ist.

1.4.3 Surfatron-Beschleunigung

Dieser Beschleunigungsmechanismus wurde 1983 von Katsouleas und Dawson (siehe [33])
vorgeschlagen, vier Jahre nachdem Dawson zusammen mit Tajima den Laser Electron
Accelerator vorgeschlagen hat.

Spatere Paper wie McClements et al. [39] weisen darauf hin, daf§ der Prozess sich
im Labor nur schwer realisieren lasst, daf§ er aber moglicherweise der Quellprozess
fiir die relativistischen Teilchen in Supernova-Uberresten ist, die dann durch Fermi-

Beschleunigung weiter Energie gewinnen.

Abbildung 1.6: Das Elektron (blaue Kugel) reitet wie ein Surfer auf der elektrostatischen
Welle entlang der xz-Achse und wird dabei vom homogenen, konstanten
Magnetfeld (griiner Pfeil) abgelenkt und beschleunigt.

Bei der Surfatron-Beschleunigung geht man von einer elektrostatischen Welle und
einem Magnetfeld senkrecht dazu aus. Wéahlt man fiir das elektrische Feld 0.B.d.A. die
2-Achse, so erhilt man E = Eysin (kz — wt) é&,. Dieser Verlauf des elektrischen Feldes ist
in Abbildung|1.6|als Welle dargestellt. Das Magnetfeld ist zeitlich und raumlich konstant
und liegt entlang der z-Achse, B =B,é..
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Fir die Bewegungsgleichungen des Elektrons erhalt man:

d qE

T (yve) = WO sin (kx — wt) 4+ w.vy (1.90)
d
T (Yvy) = —Wevy (1.91)

mit der {iblichen Definition des Lorentz-Faktors v (v, = 0)

v Y
=T G e

und der nichtrelativistischen Zyklotronfrequenz

B
w, = 120 (1.92)

mc

Um das Mitbeschleunigen des Elektrons durch die Welle zu betrachten, berechnet man
im Bezugssystem der Welle die Kraft in z-Richtung auf ein Teilchen und erhélt:

B
F,=q (Eo + ’yphvy?o> (1.93)

Dabei ist v,, = £ die Phasengeschwindigkeit der elektrostatischen Welle und

der zugehorige Lorentz-Faktor. Das Teilchen bleibt gefangen solange gilt:
Eo > vpnBo (1.94)

Ist diese Bedingung erfiillt, so bewegt sich das Teilchen in z-Richtung etwa mit der
Phasengeschwindigkeit der Welle (v, ~ v,,) und man kann die Bewegungsgleichungen

16sen. Fiir die Geschwindigkeit in y-Richtung erhélt man so:

We Upp t

’Uy = — 5 (195)
Yo/ 1 + w? t2 %
Asymptotisch strebt die Geschwindigkeit des Teilchens also gegen den Wert th Be-
p

trachtet man den Geschwindigkeitsgewinn nicht in Abhangigkeit von der Zeit, sondern
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vom Ort, der im experimentellen Aufbau das limitierende Element ist, so erhalt man:

w? x?
v(2) = w1+ =3 (1.96)

Uph
YY) = nwe Y+ ph (1.97)

Fiir eine Abschatzung der notigen Beschleunigergrofie nehmen wir eine schnelle elektro-
statische Welle (genau genommen die obere Hybridwelle) wie sie durch Raman-Vorwérts-
Streuung mit einem Laser erzeugt werden kann. Fiir die Geschwindigkeit dieser Welle

erhalt man:

w2 ow
Vo = cq/l— L x=-2L (1.98)
P wg  k
Wo
= = 1.99
“Vph " ( )

Hierbei bezeichnet wy die Frequenz des Lasers und w, die Plasmafrequenz. Die Pha-
sengeschwindigkeit v, ist also nahe an der Lichtgeschwindigkeit ¢, was fiir eine effizi-
ente und effektive Beschleunigung sorgt. Nimmt man ein Plasma mit einer Dichte von
no = 10 -5, einen Laser im nahen UV mit einer Wellenlinge von A = 300 nm und ein

crn3 Y

Hintergrund-Magnetfeld von By = 300 kG = 30 T an, so erhalt man:

AU GeV
X = 3 (1.100)
AU GeV
ay - 00 (1.101)

Um ein Elektron also auf 1 TeV zu beschleunigen, benotigt man also einen Beschleu-
niger mit einem vier Meter langen und zehn Zentimeter breitem Plasma. Angesichts des

notigen Magnetfelds ist dies nicht trivial, aber doch relativ kompakt.

1.4.4 RF-Beschleunigungstechniken

Bei gewohnlichen Teilchenbeschleunigern werden die Teilchen durch die elektrischen Fel-
der von stehenden Wellen in Hohlraumresonatoren (im Englischen ,RF cavities“) be-
schleunigt.

Bei einem normalleitenden Resonator wird die stehende Welle durch den nicht ver-
schwindenden Widerstand in Warme umgewandelt und dadurch gedampft. Der maxi-

male Beschleunigungs-Gradient ist also hauptsachlich durch die verfiigbare Leistung der
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Mikrowellengeneratoren, mit denen die Verluste ausgeglichen werden, begrenzt. Zusatz-
lich betreibt man die Resonatoren iiblicherweise gepulst, um der Kiithlung zwischen den
Pulsen Zeit zu geben, die Warme abzutransportieren und Schaden an den Hohlraumen
zu verhindern. Der Linearbeschleuniger am Stanford Linear Accelerator Center (SLAC)
erreicht mit Kupfer-Resonatoren einen Beschleunigungs-Gradienten von 31 MV /m (siehe
[22]).

Alternativ kann man supraleitende Hohlraumresonatoren verwenden. Hier wird das
Feld nicht durch Verluste im Material der Wand gedampft und man ist nicht langer
durch die Leistung der Mikrowellengeneratoren begrenzt. Der Large Hadron Collider
(LHC) am CERN verwendet Hohlraumresonatoren, die mit Niob beschichtet sind und
mit fliissigem Helium gekiihlt werden, um die supraleitenden Eigenschaften von Niob
aufrechtzuhalten. Damit wird ein Beschleunigungs-Gradient von 5 MV /m erreicht (siche
[10]). Der geplante Linearbeschleuniger TESLA am DESY in Hamburg soll 25 MV /m
erreichen (sieche [3]).

Supraleitende Hohlraumresonatoren sind nicht durch die Verluste des elektrischen Fel-
des begrenzt, sondern durch den Verlust der Supraleitfahigkeit, wenn das zugehorige
Magnetfeld das kritische Magnetfeld des verwendeten Supraleiters iiberschreitet. Durch
die Verwendung anderer supraleitender Materialien, Kiihlung deutlich unter die Sprung-
temperatur 7, und geeigneter Formgebung lasst sich der Beschleunigungs-Gradient etwas
erhohen, der Rekord liegt aber ,,nur® bei 59 MV /m (siehe [29] S. 78]).

Die Studien fiir den ,Compact Linear Collider (CLIC siehe [2]) sehen daher nor-
malleitende Hohlraumresonatoren vor, mit denen ein Beschleunigungs-Gradient von 100
bis 150 MV /m erreicht werden soll. Die benétigte Energie fiir die Hochfrequenzfelder
wird dabei von einem Elektronenstrahl mit niedrigerer Energie pro Teilchen und hohem
Strom erzeugt, der in speziellen Strukturen abgebremst wird und seine Energie in Form
von Mikrowellen abgibt.

Selbst die besten heutigen Teilchenbeschleuniger arbeiten also mit Beschleunigungs-
raten, die mehrere Groflenordnungen unter dem liegen, was LWFA oder Surfatron-
Beschleunigung liefern konnen. Damit ist auch sofort klar, warum sehr enthusiastisch

an plasma-basierten Beschleunigerkonzepten geforscht wird.
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2 Experiment

Seit Mitte der Neunziger Jahre lasst sich LWFA experimentell realisieren. Als Beispiele
seien hier Modena et al. [42] und Nakajima et al. [43] genannt. In diesen Experimen-
ten wurden Beschleunigungsgradienten von tiber 100 GeV/m und Energien von mehr
als 44 GeV gemessen. Dabei gab es jedoch keinen Bunch hochenergetischer Elektronen
mit genau definierter Ausdehnung und Energieverteilung. Vielmehr erstreckt sich die
Verteilung kontinuierlich bis zu sehr hohen Energien, wobei ab 20 GeV die Anzahl an
Teilchen deutlich abnimmt.

Geddes et al. berichten in [20], da es gelungen ist Elektronen bis zu 86 GeV zu be-
schleunigen. Die Breite der Energieverteilung betrug dabei nur 1,8 GeV. Desweiteren ist
die Divergenz des Elektronenstrahls mit 3 mrad sehr klein und die Anzahl an Elektro-
nen in Bunch mit zwei Milliarden sehr hoch. Solche Eigenschaften sind fiir eine spétere
Anwendung sehr positiv, daher soll der verwendete Aufbau im folgenden Abschnitt als

Beispiel fiir die durchgefithrten Experimente etwas néher dargestellt werden.

2.1 Experimenteller Aufbau

Abbildung zeigt schematisch den Aufbau, der in [26] beschrieben wird. Das Expe-
riment beginnt ausgehend von einem {iiberschallschnellen Jet aus Wasserstoff, der etwa
2,4 Millimeter lang und etwa zwei Millimeter breit ist, wobei die inneren 1,7 Millimeter
eine konstante Dichte von 4.,5-10"%cm™2 besitzen.

Ein sogenannter ,igniter pulse“, ein 60 Femtosekunden langer Puls mit einer Energie
von 15 Millijoule, erzeugt ein Plasmafilament quer durch den Jet. Durch dieses Filament
propagiert spater auch der Beschleunigungspuls.

Zuvor wird das Plasma jedoch von einem , heater pulse“ aufgeheizt. Der 250 Picose-
kunden lange Puls mit 150 Millijoule Energie wird dazu von der Seite eingestrahlt und
erhitzt das Plasma auf einige Zehn Elektronenvolt. Das heifle Plasma expandiert und
bildet ein fast exakt parabolisches Dichteprofil aus, was den Hauptpuls gut zu fiihren
vermag. Die Dichte in der Mitte des Kanals sinkt dabei auf 1,9-10*cm ™2 4+ 10%. Durch
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2 W
probe

drive
pulse

Abbildung 2.1: Schematische Anordnung der Komponenten eines typischen Experiments
(nach [26]). Enthalten sind der Gasjet, der igniter pulse, der daraus das
Plasma erzeugt, der heater pulse der das Plasma aufheizt und fiir das
Dichteprofil sorgt, der drive pulse, der die Elektronen beschleunigt und
der probe laser, der die Propagation des Lasers im Plasma beobachtet

Anderungen an der Energie des heizenden Pulses und der Expansionszeit ldsst sich das
Dichteprofil an den Hauptpuls anpassen um optimale Strahlfiihrung zu erreichen.

Der Hauptpuls, im Originalpaper als ,,drive pulse® bezeichnet, ist ein Puls mit 55 Fem-
tosekunden Dauer und 500 Millijoule Energie. Der Puls wird auf eine Eintrittsfliche mit
einem Durchmesser von 8,5 Mikrometer an der Vorderseite des Plasmakanals fokussiert,
dies bedeutet eine Intensitit von 1,1-10" W/cm?.

Die Propagation des Hauptpulses kann dabei mit einem seitlich eingekoppelten Laser
doppelter Wellenléange interferometrisch verfolgt werden. Zusatzlich kann der Laserstrahl
nach dem Austritt aus dem Plasma auf ein Mode-Imager CCD abgebildet werden.

Die Elektronen, die aus dem Plasma herausbeschleunigt werden, kénnen mit einem
ICT (Integrating Current Transformer) oder einem Magnetspektrometer mit Phosphor-

schirm ausgewertet werden.

2.2 Erzeugung ultrakurzer Laserpulse

Der vorhergehende Abschnitt hat sich mit dem experimentellen Aufbau beschéftigt. Jetzt

soll noch kurz auf die Erzeugung der benétigten energiereichen, ultrakurzen Laserpulse

29



Kapitel 2. Experiment Patrick Kilian

eingegangen werden. Um einen Laserpuls zu erzeugen, der nur wenige Femtosekunden
lang ist, muss ein erheblicher Aufwand getrieben werden, insbesondere wenn eine hohe
Pulsenergie benotigt wird. Meist erzeugt man einen kurzen Puls mit einem Laser im
Mode-Locking Betrieb und verstarkt diesen dann auf die bendtigte Intensitat.

Ein Laser der nur mit einer scharf definierten (Frequenz-)Mode schwingt, erzeugt einen
(zeitlich) unendlich weit ausgedehnten Strahl. Umgekehrt muss ein Laser, der zeitlich
sehr scharf ist, auf extrem vielen Frequenzen schwingen. Genauer gesagt gilt zwischen

Pulsdauer 7 und der spektralen Bandbreite Av folgender Zusammenhang;:
T-Av > cp (2.1)

Dabei ist cp eine Zahl nahe an eins, die von der genauen Pulsform abhangt. Pulse, bei
denen die Ungleichung exakt erfiillt ist, bezeichnet man als Bandbreiten-limitiert. Eine
kurze Abschatzung liefert fiir einen Puls mit 7 & 100 fs eine Bandbreite von mindestens
Av = 10000 GHz. Solche Bandbreiten sind bei Ti:Saphir-Lasern oder Farbstoff-Lasern

durchaus realisierbar.

— Fl .
) X
/ _ PR[E‘ ) AOM
Pol T 3 P Pumpen
Pz Oszillator TS
v Pulsstrecker G P: Prismen
1 G: Gitter M: Dampfungselement
Pol TS FI: Faraday-Isolator TS: Ti:Saphir-Kristall
PR: Polarisationsdreher PZ: Pockelzelle
A s 1 Pol: Diinnschichtpolaristor AOM: Akustooptischen Modulator
A
\ ' o o
L R N
{ > - Pulskompressor|
Pumpen Pumpen
Vorverstarker Leistungsverstarker v

Abbildung 2.2: Schema eines Terawatt Femtosekunden Lasers nach [4]. Der Master-
Ostzillator erzeugt einen kurzen Puls geringer Leistung, der vom Pulsstre-
cker moglichst verzerrungsfrei zeitlich gestreckt wird. Dieser Puls wird in
zwei Schritten um einen Faktor 4,7 -10° verstarkt. Der Pulskompressor
verkiirzt den Puls wieder auf die urspriingliche zeitliche Lange.

Um einen kurzen Puls zu erhalten miissen nicht nur viele Moden schwingen, sondern
sie missen auch mit einer festen Phasenbeziehung zueinander oszillieren. Andernfalls

erhalt man viele inkoharente Lichtpulse. Die feste Phasenbeziehung im Laser lasst sich
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durch Mode-Locking realisieren. Die verschiedenen Arten aktiven und passiven Mode-
Lockings sprengen den Rahmen dieser Arbeit deutlich. Daher muss der Hinweis gentigen,
dal der exemplarische Aufbau in Abbildung einen akustooptischen Modulator fiir
das Mode-Locking verwendet. In diesem wird das Laserlicht durch Streuung an einer
Schallwelle in der Frequenz verschoben und so die verschiedenen Moden miteinander
gekoppelt.

Der so erzeugte Puls hat eine Dauer von 20 fs und eine Energie von etwa 5 nJ. Um
zur gewlnschten Leistung im Terawatt-Bereich zu kommen, muss der Puls also noch
in hohem Mafle verstarkt werden. Da jedoch die Leistungsabgabe eines Verstarkers be-
grenzt ist, verwendet man die Methode der ,,Chirped pulse amplification“. Hier wird
der Puls zeitlich gedehnt (beim beispielhaft gezeigten Aufbau um einen Faktor 15000),
verstarkt und dann wieder komprimiert. Auf diese Art werden die Anforderungen an
den Verstarker deutlich niedriger und realisierbarer.

Zum Strecken verwendet man einen Aufbau mit einer (moglichst linearen) Dispersion.
Dadurch erreichen niedrige Frequenzen den Ausgang etwas eher als hohere Frequenzen
(up chirp). Dies zieht den Puls zeitlich auseinander. Um den Puls nach dem Verstérken
wieder komprimieren zu konnen, ist es notig nichtlineare Einfliifle auf die Dispersion so
gut wie moglich zu kompensieren. Im gezeigten Aufbau werden Fehler zweiter, dritter
und vierter Ordnung kompensiert.

Nach dem Strecken durchlauft der Puls 14 mal einen regenerativen Vorverstarker,
der den Puls auf 9 mJ verstarkt. Der Verstarker wird selbst von einem einige Hundert
Picosekunden langen Puls mit 50 mJ Energie gepumpt. Die Pockels-Zelle und die Po-
larisatoren werden dabei als schaltbare Ein- und Auskoppelspiegel verwendet, um den
Puls genau die gewtlinschte Anzahl an Durchlaufen im Verstarkermedium absolvieren zu
lassen. So lasst sich eine deutlich hohere Verstarkung als bei einem einzigen Durchlauf
erzielen, ohne dafl der Verstarker Sattigung erreicht und den Puls verzerrt.

Vor dem zweiten Verstiarker wird der Strahl aufgeweitet, um die Leistungsdichte
im Verstarkermaterial klein zu halten und Schaden am Kristall zu vermeiden. Vier
Durchlaufe durch den Ti:Saphir Kristall, der mit 850 mJ gepumpt wird, verstarken den
Puls auf eine Energie von 235 mJ.

Der Strahl wird nochmals aufgeweitet und anschliefend vom Pulskompressor wieder
zeitlich gestaucht. Dabei geht etwas Energie verloren, so dafl der Puls am Ende in 30 fs
eine Energie von 125 mJ konzentriert, eine Leistung von iiber 4 TW. Die Pulslange ist
dabei von der Bandbreite der Verstarker begrenzt. Das gezeigte Lasersystem ware in der

Lage, solche Pulse mit einer Wiederholrate von 10 Hertz in ein Plasma zu schicken, um
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dort eine Plasmawelle zu erzeugen.

Wiéhrend die Energie eines solchen Pulses relativ einfach zu messen ist, lasst sich die
Pulsdauer nur schwer bestimmen. In diesem Abschnitt und im Rest der Arbeit wird
hierzu die volle Breite bei der Halfte der maximalen Intensitdt (FWHM) verwendet.
Abbildung illustriert diese Definition. Im Experiment wird die FWHM meist anhand

der Autokorrelation des Pulses unter der Annahme einer Gaufischen Pulsform bestimmt.

At

max

max

FWHM

~Y

Abbildung 2.3: Definition der ,full width at half maximum* (FWHM)
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3 Numerik

Nachdem im vorangegangenen Kapitel die experimentelle Realisierung von LWFA dar-
gestellt wurde, stellt sich die Frage, warum man kinetische Simulationen anstelle von Ex-
perimenten durchfithrt. Diese Frage ist durchaus berechtigt, und es ist sicherlich notig,
die Ergebnisse aus Simulationen mit der Realitét zu vergleichen. Paper wie [55] zeigen
jedoch, daB eine gute quantitative Ubereinstimmung besteht.

Eines der Ziele dieser Arbeit ist es genau diese Ubereinstimmung zu testen, da der
verwendete PIC-Code auch benutzt wird um astrophysikalische Plasmen zu simulieren,
deren Verhalten sich kaum im Labor testen lasst. Stimmen die Simulationsergebnisse fiir
die LWFA jedoch mit dem Experiment iiberein, so kann man sich sicher sein, daf§ auch
die Ergebnisse der astrophysikalischen Simulationen korrekt sind.

Ein weiterer Grund fiir die numerische Untersuchung von Beschleunigungsprozessen
ist die Moglichkeit, Effekte bei Laserstarken zu testen, die experimentell noch nicht oder
nur mit sehr grofem Aufwand realisierbar sind. Mit Hilfe der Simulationsergebnisse kann
man hier neue Experimente besser planen und dimensionieren.

Als weiteren Vorteil bietet die Simulation einige Moglichkeiten, die ein Experiment
nicht bieten kann. So ldsst sich mit einer Simulation recht einfach die Frage beantwor-
ten, wo sich die Elektronen, die das Plasma mit hoher Geschwindigkeit verlassen, vor
dem Eintreffen des Laserpulses befunden haben. Eine solche Frage lasst sich mit einem
Experiment nur sehr schwer klaren, da alle Elektronen ununterscheidbar sind. Bei einer
Simulation hingegen kann man ohne Problem den Elektronen eine Identifikationsnummer
zuordnen und so diese Frage beantworten. Diese Moglichkeiten fiir Beobachtungen und
Auswertungen, die im Experiment nicht zugénglich sind, kénnen zum Verstandnis der
mikroskopischen Phanomene im Plasma beitragen und so mehr als nur eine Nachbildung

des Experiments im Computer bieten.
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3.1 Wahl der numerischen Methode

Es gibt einige unterschiedliche Arten, Plasmen numerisch zu untersuchen, daher soll hier
kurz erortert werden, welche Griinde fiir und gegen die moglichen Methoden sprechen.

Die einfachste Methode ein Plasma zu beschreiben ist es, elektrische und magnetische
Felder fest vorzugeben und dann die Bewegung einzelner Testteilchen in diesem Feld zu
untersuchen. Dies funktioniert sehr gut, wenn die Krafte aus den aufleren Feldern viel
starker sind als die Kréafte, die von den Ladungsfluktuationen im Plasma erzeugt werden.
Dies ist bei LWFA jedoch nicht gegeben. Insbesondere im Blowout-Regime, wenn eine
ganze Region im Plasma keine Elektronen mehr enthélt, wird die Kraft zwischen den
verbliebenen Protonen und den vom Laser getriebenen Elektronen sehr grofl. Auflerdem
kann mit dieser Methode natiirlich nicht die Riickwirkung des Plasmas auf den Laserpuls
untersucht werden.

Eine andere Moglichkeit ein Plasma numerisch zu untersuchen, ist die Simulation
der Verteilungsfunktion f(#,,t) gemaf der Boltzmann- oder Vlasov-Gleichung. Da-
zu muss man allerdings die Phasenraumdichte quantisieren. Da in jede Raumrichtung
etliche Hundert Stiitzpunkte benotigt wiirden und Energien zwischen einigen zehn Elek-
tronenvolt und einigen Milliarden Elektronenvolt im System vorkommen, wiirde man
etliche Terabyte an Arbeitsspeicher bendtigen, was die Kapazitat der verfiigbaren Rech-
ner sprengt.

Mit einer Beschreibung des Plasma als Fluid kann man hier deutlich Speicherbedarf
und Rechenkraft sparen. Dabei wird die genaue Abhangigkeit der Verteilungsfunktion
von der Geschwindigkeit vernachlassigt und eine gegebene Geschwindigkeitsverteilung
der Teilchen angenommen. Diese Vorgehensweise ist inbesondere fiir die magnetohydro-
dynamische Beschreibung von Fusionsplasmen beliebt, funktioniert zur Beschreibung
von LWFA aber nicht, da die Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen durch den Laser
stark verandert wird und Teil der Untersuchung ist.

Angesichts dieser Probleme bleibt also nichts anderes tibrig als einzelne Teilchen zu
simulieren. Dabei muss man in einzelnen Zeitschritten die Bewegung und Geschwin-
digkeitsanderung der Teilchen berechnen. Dazu benotigt man samtliche Kréfte, die auf
die Teilchen wirken, und die Erzeugung der Krafte durch die Teilchen. Will man die
Kréfte zwischen den Teilchen direkt berechnen, so geht dies nur bis zu mittleren Teil-
chenanzahlen, da der Aufwand wie O(n?) skaliert. Damit bedeutet eine Verdoppelung
der Teilchenzahl also eine Vervierfachung des Aufwands.

Hier kommt eine spezielle Eigenschaft der relevanten Plasmen zur Rettung. Die Krafte
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auf den Teilchen sind nicht durch kurzreichweitige Stofle dominiert, sondern durch die
elektrischen und magnetischen Felder. Es gentigt also fiir jedes Teilchen die Beitrage zu
diesen Feldern zu berechnen (was einen konstanten Aufwand pro Teilchen bedeutet) und
die Kraftwirkung der Felder auf die Teilchen zu berechnen (wieder nur linearer Aufwand
in der Teilchenanzahl). Diese Methode wird als PIC (particle in cell) oder PM (particle
mesh) bezeichnet und gibt bei geeigneter Grofle des Gitters, auf dem die elektrischen
und magnetischen Felder berechnet werden, und ausreichend vielen Teilchen pro Zelle
die Physik korrekt wieder.

Sollten Kollisionen zwischen Teilchen doch einen relevanten Einfluss haben, so kann
man zusatzlich fiir Kopplung tiiber die elektromagnetischen Felder auch noch die Kraft-
wirkung der nahe gelegenen Teilchen berechnen. Solche Codes werden als PP-PM (par-

ticle particle - particle mesh) bezeichnet.

3.2 PIC Code

Der Name ,Particle in Cell* erklart schon den Grundgedanken dieser Methode. Man
modelliert Teilchen als einzelne Objekte mit (im Rahmen der FlieBkommagenauigkeit)
kontinuierlichen Werten fiir die Position und Geschwindigkeit. Ein geeignetes Gitter
bietet diskrete Stellen, an denen die elektrischen und magnetischen Felder sowie die
Komponenten des Stroms gespeichert werden.

Die folgenden Abschnitte legen dar, wie ein solcher Code grundlegend aufgebaut ist,
warum man diese Beschreibung des Plasmas wahlt und welche Bedingungen man ein-
halten muss um die Physik korrekt wiederzugeben. Da die gewahlte Beschreibung des
Plasmas rechenintensiv ist, wird im letzten Abschnitt noch kurz darauf eingegangen,

welche Techniken es gibt, die benotigte Rechenleistung bereitzustellen.

3.2.1 Grundlegender Aufbau

Abbildung zeigt den grundlegenden Aufbau des verwendeten PIC Codes. Die blau
dargestellte Schleife wird fiir jeden Zeitschritt wieder durchlaufen, fiir die gesamte Si-
mulation viele tausend Male. Je nach Wahl der Simulationparameter wird zusétzlich die
Laserinjektion und der Output durchgefiihrt.

Der erste Schritt ist es, aus den Feldern auf den Gitterpunkten und der Position des
Teilchens die lokalen elektrischen und magnetischen Felder, die auf das Teilchen wirken,

zu bestimmen. Da die Teilchen in der Simulation nicht punktformig sind, sondern durch

35



Kapitel 3. Numerik Patrick Kilian

Maxwell- j - Assignment

Laser - Gleichungen Stromdichte
Injektion 1 r auf dem Gitter ﬂ

E- und B-Feld Teilchen-
Entwicklung bewegung

E- und B-Feld |
Output J L an Teilchen-Orten

Force-Interpolation Boris-Push

Abbildung 3.1: Grundlegender Aufbau eines PIC-Codes aus den Zeitschritten fiir Feld
und Teilchen und den Interpolationschritten fiir die lokalen Felder und
Strome, erganzt durch die Laserinjektion

wolkenartige Metateilchen, die bis zu einige Millionen Elementarteilchen zusammenfas-
sen, wiedergegeben werden, ist es hier notig den Formfaktor, der die Form der Wolke
beschreibt, zum Interpolieren zu verwenden. Genaueres zur Auswahl an Formfaktoren
findet sich in Abschnitt [3.2.2]

Als néchstes wird aus den lokalen Feldern die Kraft auf das Teilchen und die neue
Geschwindigkeit 1 sowie der neue Ort Z;y; bestimmt. Dazu wird der sogenannte
Boris-Push verwendet, der in Abschnitt naher erlautert wird.

Die Bewegung der elektrisch geladenen Teilchen bedeutet einen Strom, der auf die
magnetischen Felder zurtick wirken muss, um eine selbstkonsistente Simulation zu er-
halten. Daher wird nach dem Teilchen-Update fiir jedes Teilchen der Strom berechnet
und mittels der Methode von Esirkepov (siehe [21]) auf das Gitter verteilt. Diese Me-
thode wird in Abschnitt naher erklart. Auch hier spielt wieder der Formfaktor, der
schon im ersten Schritt erwéahnt wurde, eine Rolle; genauer gesagt muss man in beiden
Routinen den gleichen Formfaktor verwenden.

Als letzter Schritt in der Schleife werden iiber die Maxwell-Gleichungen aus den elek-
trischen Felder Et und den magnetischen Felder Et zusammen mit den Stromen th 1 die
im vorhergehenden Schritt berechnet wurden, die neuen Felder F;,; und B;,; berechnet.
Diese werden dann noch von den Randbedingungen, die in Abschnitt behandelt
werden, und der Injektion des Lasers modifiziert, bevor die Schleife von vorne beginnt.

Wenn die erforderliche Anzahl an Zeitschritten bis zum néachsten Output erreicht ist,
so werden an dieser Stelle in der Schleife auch die Felder, Strome und Dichten gespeichert.

Analog wird an dieser Stelle die Notwendigkeit eines Teilchen-Outputs gepriift.
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3.2.2 Formfaktor

Die Position eines Teilchens ist (im Rahmen der FlieBkommagenauigkeit) beliebig, die
elektrischen und magnetischen Felder und auch die Strome sind jedoch in Schritten
von Az diskretisiert. Um nun sinnvoll von Teilchengrofien, wie Ladung und Strom, zu
den diskretisierten Groflen auf dem Gitter zu kommen, ist es nétig die Teilchengrofien
aufzuteilen. Dies geschieht mit Hilfe des Formfaktors.

Der Code verwendet durchgiangig das weiter unten erlauterte TSC-Schema als Form-
faktor, es gibt prinzipiell aber auch andere Moglichkeiten, die ihre eigenen Vor- und
Nachteile mit sich bringen.

Alle Formfaktoren miissen jedoch gewisse Voraussetzungen erfiillen um physikalisch
sinnvolle Ergebnisse zu liefern. Es ist offensichtlich wichtig und durch Normieren leicht

zu erreichen, dafl die verteilte Ladung sich korrekt zur Gesamtladung addiert. Dafiir

/_(:S(m)dxél

Weiterhin sollte die Funktion symmetrisch sein, um keine unnatiirlichen Vorzugsrichtun-

muss gelten:

gen zu erzeugen:

Des weiteren sollte die Funktion mit zunehmendem x monoton fallen um die Ladung
des Teilchens nahe beim Schwerpunkt zu konzentrieren und unphysikalische Locher in

der Ladungswolke zu vermeiden.

TSC

o ? l >
] +1 X

Abbildung 3.2: Aufteilung der Teilchenladung (schwarz) iiber den Formfaktor in Form
einer triangular shaped cloud (halb transparent) in die Anteile in den
einzelnen Zellen (farbige Balken)

In Abbildung [3.2]ist fiir einen Formfaktor in Form einer einer triangular shaped cloud
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gezeigt, wie die Ladung eines Teilchens ausgehend vom Schwerpunkt des Teilchens x
mit Hilfe der ,shape function“auf die einzelnen Zellen aufgeteilt wird. Fiir jede Zelle ¢
wird dann die Ladungsmenge, die im Bereich Ti 1 bis z; 1 liegt, aufaddiert und dem
Gitterpunkt z; zugewiesen. Um Rechenzeit zu sparen, wird im Code nicht jedes Mal
wieder S erzeugt, zerlegt und integriert. Statt dessen verwendet man die , assignment
function:

_ Az
2

W(z) :/ S(u) du (3.1)

Diese Funktion muss fiir den gewahlten Formfaktor schnell und ohne grofie Fehler
zu berechnen sein. In der Praxis werden daher vor allem die folgenden drei Funktionen
verwendet, deren shape function S(z) und assignment function W (x) in Abbildung 3.3

dargestellt sind:

Shape Function S(x) Assignment Function W(x)
NGP NGP
i-1 i % i+1 X i-1 i i+l X
cic Ccic
i-1 i i+1 x i-1
TSC TSC
i-1 i1 ‘X i-1

Abbildung 3.3: Ubersicht iiber die gangigen Formfaktoren aus [25]. Links ist jeweils die
shape function S(z) gezeigt, rechts die zugehorige assignment function
W (z). Von oben nach unten sind ,nearest grid point“ (NGP), ,cloud in
cell“ (CIC) und ,triangular shaped cloud* (TSC) dargestellt.

Als einfachstes Schema kommt NGP (nearest grid point) in Frage. Hier wird einfach
die gesamte Ladung dem nachstgelegenen Gitterpunkt zugerechnet. Der Formfaktor ist

also eine Delta-Funktion, die Zuweisungsfunktion hat die Form eines Top Hats. Dieses
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Verfahren erfiillt offensichtlich die obigen Anforderung und ist sehr schnell. Allerdings
,springt der Beitrag eines Teilchen, das eine Zellengrenze iiberquert, sehr plotzlich
(innerhalb eines Zeitschritts) von der einen zur anderen Zelle. Dadurch benétigt man
recht viele Teilchen pro Zelle um hinreichend glatte Ladungsverteilungen zu erhalten und
zu verhindern, dafl das elektrische Feld durch numerische Fehler anschwingt. Dadurch
wird ein Grofiteil der Geschwindigkeit wieder zunichte gemacht.

Die nachst kompliziertere aber auch bessere Moglichkeit ist es, eine Top Hat Funktion
der Breite Az zu verwenden, also quasi Wygp als Scjc zu nutzen. Dieses Schema nennt
sich ,,Cloud in Cell* und beseitigt das Problem, daf3 die Ladung eines Teilchens plotzlich
springt. Die Zuweisungsfunktion ist hier dreieckig.

Zur nachst hoheren Ordnung kann man gelangen, indem man die dreieckige Zuwei-

sungsfunktion von CIC als Formfaktor verwendet. Diese lautet:

S(m):{l_m fur  |z| <1

0 sonst

Damit erreicht man TSC, was fiir die Erklarungen weiter oben verwendet wurde.
Dieses Schema hat den grofien Vorteil, daf die Ladung sehr ,,glatt* verteilt wird. Dadurch
kommt man mit recht wenigen Teilchen pro Zelle aus, ohne viel numerisches Rauschen
zu haben.

Die Zuweisungsfunktion fiir TSC lautet:

3 2% fir 2] < 3
W(z) = %(% — |x|)? fir % < x| < %
0 sonst

Hier sieht man auch den Nachteil dieses Schemas. Die Funktion W (x) wird relativ
kompliziert, sowohl durch die zwei Bedingungen (z < % und r < %), als auch durch die
Berechnungen in beiden Zweigen und verbraucht entsprechend viel Rechenzeit.

Prinzipiell kénnte man das bisherige Vorgehen weiter verfolgen und als néachste Ord-
nung eine ,,quadratic shaped cloud® verwenden. Dies wiirde den numerischen Fehler noch
etwas weiter reduzieren, allerdings bei deutlich hoherem Rechenaufwand. W (z) wére hier
stiickweise aus vier Bereichen zusammengesetzt, die alle einigen arithmetischen Aufwand
enthalten. Auf der anderen Seite kann man die Zahl der Teilchen pro Zelle kaum mehr
gegeniiber TSC reduzieren, da man eine Mindestmenge an Teilchen braucht, um den

Phasenraum ausreichend abzudecken und die numerischen Fehler klein zu halten.
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Im Prinzip wére es auch moglich eine Gauflsche Glockenkurve als Formfaktor unend-
lich hoher Ordnung zu verwenden, aber auch hier ist der Rechenaufwand das Ergebnis
nicht wert, denn eine Gaufl-Funktion ist unendlich weit ausgedehnt, was bedeutet, dafl
ein Teilchen Beitrdage in allen Zellen erzeugt. Selbst wenn man die GauB-Funktion ab-
schneidet, sobald sie auf die Groflenordnung der FlieBkommagenauigkeit abgefallen ist,
ist der Rechenaufwand gigantisch. Da auch alle Ableitungen in unserem PIC-Code (sie-
he Abschnitt in zweiter Ordnung genahert sind, verwendet der Code TSC als
Formfaktor, welches ebenfalls ein Schema zweiter Ordnung ist.

Die bisherigen Betrachtungen haben sich alle auf den eindimensionalen Fall beschrankt.
Im Code werden natiirlich alle drei Dimension verwendet. Dabei wird der dreidimensi-
onale Formfaktor S(¥) in ein Produkt von drei einzelnen, aber gleichen Formfaktoren

zerlegt.

S(7) = S(x,y,2) = S(x) - S(y) - 5(2)

Die ,assignment function® W (Z) wird analog zerlegt.

3.2.3 Boris-Push

Der eben definierte Formfaktor wird an zwei Stellen im Code verwendet. Es ist wich-
tig an beiden Stellen den gleichen Formfaktor zu verwenden, um eine selbstkonsistente
Beschreibung zu erhalten. Der erste Anwendungsbereich ist die Berechnung der elektri-
schen und magnetischen Felder am Ort eines Teilchens aus den Werten der Felder auf
den umgebenden Gitterstiitzpunkten.

Die Felder am Ort des Teilchens werden dann verwendet, um die Lorentz-Kraft F, auf

das Teilchen zu bestimmen. In den verwendeten cgs Einheiten lautet die Formel hierfiir:

ﬁL_q.<ﬁ+gxé) (3.2)
Uberlegt man sich nun
. do Sttt 2t—1
F = mad= mT: = m% (3.3)
At o
= gtr=gtaq4 =.F (3.4)
m

so ist klar, wie man in erster Ordnung die Anderung der Geschwindigkeit berechnen
kann. Man bestimmt die lokalen Felder per Interpolation, berechnet die neue Geschwin-

digkeit und bewegt dann das Teilchen.
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Drehung durch
B-Feld

Gleichférmige
Beschleunigung
durch E-Feld ——_

Abbildung 3.4: Der Boris-Push teilt die Kraftwirkung der Lorentz-Kraft in einen halben
Beschleunigungsschritt durch das elektrische Feld, eine Drehung durch
das magnetische Feld und einen zweiten halben Beschleunigungsschritt
auf.

Man kann jedoch mit relativ wenig Mehraufwand eine deutlich bessere Genauigkeit
erhalten. Dazu spaltet man wie in Abbildung gezeichnet die Wirkung des elektri-
schen Feldes auf und fiihrt zwischen den beiden Teilschritten die Drehung, die vom

magnetischen Feld erzeugt wird, aus. In Formeln wird dies beschrieben durch:

Fi-At/2 | E At

= - 3.5
v 5 (3.5)
vt — 07 q —
A7 = 2m(z7++17_)><B (3.6)
E At
Ut+At/2 _ 17++ q (37)
2m

Dieses Verfahren wurde 1971 von J. Boris entwickelt und triagt daher den Namen ,,Bo-
ris Push®. Der groie Vorteil gegeniiber dem naiven Vorgehen ist die wesentlich hohere
Genauigkeit und Energieerhaltung ohne wesentlich mehr Rechenzeit zu benotigen und
ohne mehrfach die Felder am Ort des Teilchens bestimmen zu miissen. Wie weiter unten
beim Berechnen der elektrischen und magnetischen Felder in Abschnitt kann man
hier sehr einfach die Genauigkeit auf O(h?) verbessern, indem man einen Schritt hal-
biert. Aulerdem ist das Verfahren, genau wie die Differentialgleichungen, die es nahert,
invariant unter Zeitumkehr.

Der Code verwendet die etwas aufwandigere, relativistisch korrekte Variante, die mit
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u = ~yv rechnet und folgende Beschreibung der Lorentz-Kraft 16st:

n+1/2 _ ,n—1/2 1 n+1/2 n—1/2
u u q (E"—l——u +u y B")

At T m c 2 ™

(3.8)

Die einzelnen Schritte, mit denen die Geschwindigkeit dann berechnet wird, lauten

relativistisch korrekt:

o= vz LB 3.9
U u + 5 (3.9)
Fr-a ¢ 1 @r+a s
_— = = x B" 3.10
At m2cAym” 2 (3.10)
a2 g LB (3.11)
2m

Die Gleichung nach @ aufzuldsen, ist, genauso wie bei Gleichung [3.6] etwas auf-
wéandiger, da die Unbekannte sowohl auf der linken Seite vorkommt, als auch auf der
rechten Seite in einem Kreuzprodukt steht. Birdsall und Langdon geben in [6] folgende
Moglichkeit an, die auch im Code verwendet wird:

r = ﬂ At
24" m c
= @ +id xt
21
1+t
Uy = U +Ud X5

w
—_
W

0y
Il
—~~ — —
—_
IS
S~— N~— S~— S~—

Wenn damit und mit Formel und die neue Geschwindigkeit des Teilchens
@"/2 berechnet ist, wird noch der Ort des Teilchens neu berechnet. Dazu verwendet
man:

/2
Tt =1+

3.2.4 Stromzuweisung

Bei der Erklarung des Formfaktors in Abschnitt war mehrfach die Rede davon, die
Ladung des Teilchens auf die Gitterpunkte aufzuteilen. Im Diagramm ist jedoch die
y,otromdichte auf Gitter” dargestellt. Wie passt das zusammen?

Diese Frage lasst sich beantworten, wenn man bedenkt, dafl die vier Maxwell-Gleich-

ungen und die Kontinuitatsigleichung das Verhalten der elektrischen und magnetischen
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Felder tiberbestimmen. Man hat also eine gewisse Freiheit darin, welche Gleichungen
man verwendet, um den Zustand im nachsten Zeitschritt zu beschreiben.

Da man die Anderungen der elektrischen und magnetischen Felder bestimmen will,
bietet es sich an, die Gleichungen und zu verwenden. Den benétigten Strom j
bestimmt man aus der Kontinuitatsgleichung:

dp

- L7 = 1
8t+v] 0 (3.17)

EvAl‘

CAON

s . —>
i-1 i % i+1 X
i-1 >
P o
1 % i+1 X

Abbildung 3.5: Bewegung das Teilchens fithrt zur Anderungen in der Ladungsdichte p
(im oberen Bild gezeigt) und damit zu Beitrdgen in der Divergenz des
Stroms (im unteren Bild gezeigt).

Abbildung zeigt den eindimensionalen Fall. Ein positiv geladenes Teilchen bewegt
sich in einem Zeitschritt der Lange At von seinem Ausgangsort xy zu seiner neuen
Position. An den blau gezeichneten Stellen ist jetzt mehr Ladung als zuvor, an den
orange gezeichneten Stellen weniger. Dies erzeugt geméfl der Kontinuitatsgleichung den
darunter skizzierten Verlauf von V ;

Weit entfernt vom Teilchen ist der Strom Null, so dafl man von dort ausgehend iiber
V - integrieren kann um den Verlauf des Stroms zu erhalten. In drei Dimensionen ist
die Integration etwas komplizierter, da j, entlang der z-Achse integriert werden muss,
Jy aber entlang der y-Achse. Auch die Aufteilung des Gesamtstroms in j,, j, und j.

ist bei schragen Bewegungen eines Teilchen, die nicht entlang einer Koordinatenachse
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verlaufen, komplizierter.

Sehr gut hat sich hier das Verfahren von Esirkepov [21] bewéhrt, das recht schnell ist,
auch wenn die Aufteilung des Stroms etwas unanschaulich ist. Der Code zerlegt geschickt
die dreidimensionale Verschiebung in drei eindimensionale Verschiebungen (siehe Formel

3.18) und berechnet die Strombeitrage daraus.

S(x+Ax,y+Ay, z+Az) — S(x,y,2) =S(x+Ax,y+Ay, z+Az) — S(x+ Az, y+ Ay, 2)

+ S(x+Azx, y+Ay, z) — S(z+Az,y, 2)

+ S(x+Ax,y,z) — S(z,y, 2)

(3.18)
Das Verfahren von Bunemann ist etwas anschaulicher, funktioniert jedoch nicht mit
dem TSC-Formfaktor zusammen. Prinzipiell ist es auch moglich die Poisson-Gleichung
in Formel|1.4|zu 16sen und dann aus Formel [1.2{die Anderungen im magnetischen Feld zu
bestimmen. In diesem Fall braucht man die Kontinuitatsgleichung nicht zu verwenden
und kann komplett auf die Berechnung des Stroms verzichten. Die Poisson-Gleichung ist
jedoch eine globale Gleichung (und die elektrischen Felder der einzelnen Teilchen viel
ausgedehnter als ihre Strombeitrige), so daf es viel aufwéndiger und langsamer ist diese

zu losen.

3.2.5 Yee-Gitter

(i+1,j+1,k+1)

(i.j,k+1) —>

E
‘ 1r Jr (i+1,j+1,k)

(ii.k) = i1k
Abbildung 3.6: Elementarzelle des Yee-Gitters mit gestaffelt gespeicherten Komponen-

ten von elektrischem und magnetischem Feld

Wenn man sich die Maxwell-Gleichungen in Abschnitt anschaut, stellt man fest,
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dafl mehrfach die Rotation eines Vektorfeldes benotigt wird. Betrachtet man etwal[l.2lund
formt diese wie unten beschreiben um, so erhalt man Formel|3.22| Die Zeitableitung lasst
sich als AE /At diskretisieren. Betrachtet man nun die x Komponente und multipliziert

At auf die andere Seite, so erhalt man:

E, = cAt- (VXE) — 47 Aty (3.19)
OB, OB

= cAt- ) dx- At 2

Ct(@y 8z) T At j, (3.20)

Wenn man jetzt Abbildung betrachtet versteht man die spezielle Anordnung der
elektrischen und magnetischen Felder. Die Komponenten B, und B, sind genau so an-
geordnet, daf sie eine Schleife um FE, bilden, so dafl man leicht die Rotation des magne-

tischen Feldes an der Stelle des elektrischen Feldes ermitteln kann.

5\ 0B, 0B, - B.(i,j,k) — B.(i,j — 1,k)  By(i,5,k) — By(i,j,k — 1)
<V X B)x Oy 0z Az * Ax

(3.21)
Das Yee-Gitter ist genau so konstruiert, dafl bei allen Feldern die zugehorigen komple-
mentaren Felder ringsum angeordnet sind, wodurch man leicht die benotigte Rotation
berechnen kann. Die diskretisierte Form kann direkt und ohne weitere Interpolation in
die Formel, in der die Rotation benotigt wird, eingesetzt werden. Dadurch ist kein wei-
terer Interpolationsschritt notig und die numerischen Fehler werden minimiert, was hilft
das Auftreten von Divergenzen im Magnetfeld zu verhindern und die Stabilitat tiber vie-
le Zeitschritte zu erhchen. Als angenehmer Nebeneffekt wird der Rechenaufwand einer
Interpolation eingespart.
Hier nicht eingezeichnet sind die Strome, deren Komponenten zusammen mit dem
elektrischen Feld gespeichert werden. Die Ladung innerhalb einer Zelle wiirde in diesem

Schema in der Mitte der Elementarzelle sitzen.

3.2.6 EB-Advance

Die beiden Maxwell-Gleichungen, die Zeitableitungen enthalten, (Gleichungen und
lassen sich wie folgt umformen, um explizit die zeitlichen Anderungen des Systems
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zu beschreiben:

OE

= = ¢-VXxB—drnj (3.22)
%—f — —¢.VxE (3.23)

Dank der speziellen Struktur des Yee-Gitters lassen sich die auftretenden Rotations-
terme sehr einfach diskretisieren. Auch die Zeitableitung lasst sich einfach durch AA—f
nahern.

Statt elektrisches Feld und magnetisches Feld beide gleichzeitig einen Zeitschritt in
die Zukunft zu verlangert, bietet es sich jedoch an, die Updates zu staffeln, also ein
zeitliches Leap-Frogging-Schema zu verwenden. Dies erhoht die Stabilitat dhnlich wie

ein Leap-Frogging-Schema, das abwechselnd Ort und Geschwindigkeit neu berechnet.

B E B E E
, ¢ >
n-2 i n-1 n n+l t
j F j
X
NV/* Nv/

Abbildung 3.7: Elektrisches und magnetisches Feld sollen in Leap-Frog-Staffelung um
einen Zeitschritt weiter berechnet werden. Die Berechnung der Kraftwir-
kung auf die Teilchen erfordert jedoch Kenntnis von beiden Feldern zum
gleichen Zeitpunkt. Daher wird der Zeitschritt des Magnetfeldes in zwei
Teile geteilt.

Ein Detail ist dabei jedoch zu beriicksichtigen. Um zum Zeitpunkt ¢t die Kraftwir-
kung auf die Teilchen zu berechnen miissen sowohl das elektrische Feld E™ als auch das
magnetische Feld B" zu diesem Zeitpunkt bekannt sein. Die Losung fiir dieses Problem
ist es den (in Abbildung dunkelgriin gezeichneten) Zeitschritt fiir das magnetische
Feld in zwei halbe (in Abbildung hellgriin gezeichnete) Zeitschritte zu zerlegen.

Der gesamte Ablauf der inneren Schleife des Pic-Codes ist damit wie folgt: Im vor-
hergehenden Schleifendurchlauf wurde der Zeitschritt E"=1 — E" berechnet. Der halbe
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Zeitschritt fiir das magnetische Feld hat B" berechnet obwohl das Leap-Froging eigent-
lich als niichstes B"3 vorsehen wiirde. Jetzt kann die Kraft F auf das Teilchen berechnet
werden. Daraus wird die neue Geschwindigkeit 7"*2 und der neue Ort Z"+! berechnet
werden.

Beim néchsten Aufruf von EBadvance() wird zuerst die zweite Halfte des Leap-
Frogging-Schrittes B" — B"2 berechnet. Damit kann dann der Schritt fiir das elek-
trische Feld E™ — E"! berechnet werden. Als letztes wird das magnetische Feld einen

halben Schritt bis zu B"*! gerechnet, damit fiir #*™! beide Felder vorliegen.

3.3 Wahl der Quantisierung

In den vorhergehenden Abschnitten tauchen immer wieder der Abstand zweier Gitter-
punkte Az und die Lange eines Zeitschritts At auf. Auf der anderen Seite wurde nie
erwahnt wie man diese Parameter wahlt und welche Bedingungen dabei erfiillt sein

miissen. Dies soll jetzt nachgeholt werden.

3.3.1 Raumliche GittergroB3e

Um das Verhalten eines Plasmas richtig zu beschreiben ist es wichtig, die mikroskopi-
schen Ladungsschwankungen im Plasma korrekt wiederzugeben. Daher darf die Kanten-
lange der Gitterzellen Ax nicht iber der Debye-Lange A\p als charakteristische Lingen-
skala der Schwankungen liegen. Im Gegenteil, wenn man den Raum feiner auflost, so
erhalt man eine bessere Beschreibung des Plasmaverhaltens. Um welchen Faktor man
besser auflosen sollte wird in diversen Papern wie zum Beispiel Cohen et al. [16] disku-
tiert. Der Code verwendet normalerweise Ax = \%/\D, erlaubt es aber den Raum noch

feiner aufzulosen, wenn dies benotigt wird.

3.3.2 Zeitliche Schrittweite

Wie oben dargelegt kann man Ax nicht beliebig wahlen. Doch auch die Grofie eines
Zeitschritts At unterliegt gewissen Beschrankungen. Die erste Einschrankung ist, dafl
Schwingungen der Plasmafrequenz wp aufgelost werden miissen. Dazu muss folgende
Ungleichung erfiillt werden (siehe [36, Gleichung 12] oder [6], Seite 56]):

2

At < — (3.24)
wp
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Als weitere Bedingung muss das sogenannte CFL-Kriterium erfiillt werden. Dieses
wurde zuerst von Richard Courant, Kurt Friedrichs und Hans Lewy im Jahr 1928 bei
der Untersuchung numerischer Naherungsverfahren von partiellen Differentialgleichun-
gen formuliert. In modernerer Schreibweise definiert man fiir die numerische Losung der
Wellengleichung eine CFL-Zahl kcpr,, die fiir eine korrekte Losung kleiner als eins sein
muss.

c- At
KCFL = N <1 (325)

Dabei ist ¢ die Geschwindigkeit der schnellsten Welle, die man korrekt wiedergeben
will oder muss. Im Falle des verwendeten PIC-Codes handelt es sich dabei um elektroma-
gnetische Wellen und damit ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die Lange eines Zeitschritts
muss damit zusétzlich zum obigen Kriterium auch die folgende Ungleichung erfiillen.
Der Faktor v/3 ist dabei dem Umstand geschuldet, da8 sich die Wellen auch entlang der
Raumdiagonale der Elementarzelle bewegen konnen. Bei einem zweidimensionalen Code

wiirde hier ein Faktor v/2 geniigen.

Az
V3e

Das CFL-Kriterium ist selbst bei ultrarelativisitischen Teilchen mit grofler thermischer

At <

(3.26)

Geschwindigkeit vy, und damit grofler Debye-Lange Ap die starkere Forderung.

Die so bestimmte Schrittlange ist dabei eine Grenze zwischen Stabilitat und Insta-
bilitat. Groflere Zeitschritte fithren zu Simulationen, die recht schnell instabil werden.
Setzt man At genau auf den Wert aus Gleichung [3.26] so bleibt die Simulation fiir eini-
ge Dutzend Schwingungen der Plasmafrequenz w, stabil. Dividiert man At noch durch
1.00001 so bleibt die Simulation (bei einer Gréfie von 8x8x8 Zellen) fiir mehr als 5000 w,
ohne erkennbare numerische Probleme stabil. Der Fehler in der Gesamtenergie bleibt

dabei immer unter zwei Prozent.

3.4 Randbedingungen

Aufler der Beschreibung des Innenraums muss man auch die Behandlung der Grenzen
des simulierten Gebiets bedenken. Bei idealen Randbedingungen hatten diese keinen
Einfluss auf die Ergebnisse im Innenraum. Reale Randbedingungen weichen von diesem

Ideal mehr oder weniger ab.
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3.4.1 Periodische Rander

Die einfachsten Randbedingungen sind periodische Rander. Hier nummeriert man die n
Zellen von 0 bis n—1 durch. In der letzen Zelle werden alle Zugriffe in die Zelle mit hoherer
Nummer auf die Zelle 0 abgebildet, die Zellen werden also zu einem Ring geschlossen.
In zwei Dimensionen werden die beiden Raumrichtungen die n, und n, Zellen umfassen
getrennt abgeschlossen. Der resultierende Raum ist topologisch identisch zu einem Torus.

Auch in der dritten Dimension kann der Raum so abgeschlossen werden.

202919 10 21 12 21 12 31 23 20 28

-
>

>
>

0 1 2 3 4 5 6 7

CPUO CPU 1

Abbildung 3.8: Das Umkopieren des Randfeldes (hier fiir eine zuféllige Komponente des
elektrische Feldes gezeigt) zwischen zwei CPUs erlaubt es die Simulation
auf mehrere CPUs zu verteilen und liefert ohne Mehraufwand periodische
Rander.

Der Code implementiert die periodischen Rander nicht durch direktes Umrechnen der
Koordinaten sondern durch sogenannte ,,ghostfields“. Dazu werden nach jedem Schritt
die unteren r Zellen 0 ... r in extra Zellen m ... m+r —1 kopiert. Abbildung [3.§|illustriert
dies fiir eine einzelne Randzelle, also r = 1. Analog werden die oberen Zellen ans untere
Ende kopiert. Dieses Verfahren ist etwas aufwandiger und bendtigt mehr Speicherplatz,
wird jedoch von dem Code, der die Kommunikation zwischen mehreren CPUs zustandig
ist, mit erledigt und reduziert so die Komplexitat des Simulationsprogrammes.

Diese Art der Randbedingungen ist sehr einfach zu implementieren und beeinflusst
den Innenraum wesentlich weniger als feste Rander. Der einzige starke Einfluss ist die
Quantisierung des elektromagnetischen Spektrums, analog zum Innenraum eines Hohl-
leiters.

Abbildung [3.9]illustriert diesen Effekt. Analog zu Abbildung[I.I wertet man die Beset-
zung von Wellenmoden in einem thermischen Plasma aus. Diesmal mittelt man jedoch
in der x-z-Ebene und fiihrt die Fouriertransformation entlang der y-Achse durch. Da in
dieser Richtung nur 32 Zellen simuliert wurden sind nur 32 unabhéangige Werte von k,

moglich. Diese weisen diskrete Werte von w auf, so dafl man den stufenférmigen Verlauf
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o/ op
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Abbildung 3.9: Dispersionrelation analog zu Abbildung mit geringer raumlicher
Auflésung und periodischen Randern

der Dispersionrelation in Abbildung [3.9] erhélt.

3.4.2 Absorbierende Rander

Eine andere mogliche Wahl fiir die Randbedingungen sind absorbierende Randbedin-
gungen. Diese absorbieren auslaufende elektromagnetische Wellen und verhindern so die
Quantisierung des Spektrum.

Werden sie am hinteren Ende der Vorzugsrichtung eingesetzt, so absorbieren sie den
auftreffenden Laserpuls und verhinderen, daf3 dieser reflektiert wird und erneut durch
das Plasma lauft. Das Plasma wird also nicht durch die zurticklaufende Reflexion des La-
serpulses gestort und man kann eine kiirzere Simulationsbox verwenden, oder alternativ
bei gleicher Gréfle das Verhalten des Plasma langer beobachten.

Auch andere Einflissse der Wand werden durch die Wahl absorbierender Randbedin-
gungen verringert, so dal man die Simulationsbox kleiner wahlen kann ohne das Verhal-

ten des Plasma im Innenraum zu storen. Auf diese Weise ldsst sich Rechenzeit sparen
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Abbildung 3.10: Ilustration zur Erklarung des Verfahrens von Liao in zweiter Ordnung,
das den Randpunkt w, zur Zeit t" polynomial aus den Punkten u,_,
zur Zeit ™ und wu,_s zur Zeit t"~2 interpoliert.
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und der Zyklus aus Wahl der Parameter, Simulation und Auswertung verkiirzt sich.

Eine Moglichkeit, absorbierende Rander zu implementieren, ist die polynomiale Extra-
polation der Felder im Innenraum nach dem Schema von Liao. Diese Randbedingungen
bieten sehr gute Absorption unabhéingig vom Winkel, unter dem die Welle auf die absor-
bierende Wand trifft und erfordern keinen grofien Rechen- oder Speicheraufwand. Da das
Originalpaper Liao et al. [37] trotz ausfithrlicher Recherche nicht tiber die Bibliothek der
Universitat Wiirzburg erhaltlich ist, stiitzt sich die Implementation der Randbedingun-
gen, die im Rahmen diese Arbeit programmiert wurde, auf die Beschreibung in Taflove
& Hagness [50], Seite 265 ff.

Abbildung zeigt das Prinzip der Liao-Randbedingungen. Um eine Reflexion zu
verhindern, muss man den Wert u,, an der Stelle n aus den Werten im Innenraum in-
terpolieren. Um dies fiir den Zeitschritt ¢" zu tun stehen einem prinzipiell die Punkte

Ug ... Uy fiir die Zeiten t° bis t"~! zur Verfiigung. Die Liao-Randbedinungen Lter Ord-

Liao-Verfahren erlaubt auch die Verwendung weiterer Stiitzpunkt zwischen den simu-

nung verwenden davon die Punkte g und extrapoliert polynomial. Das
lierten u;. Da diese jedoch nicht von der Simulation direkt berechnet werden, sondern
interpoliert werden miissen vermeidet man dies meist.

Als problematisch hat sich hierbei erwiesen, daf§ die Extrapolation auf die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle abgestimmt werden muss. Diese
kann im Plasma aber deutlich von der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum abweichen. Da-
durch absorbieren die Rander deutlich schlechter als in FTDT-Codes wo sich die Felder
im Vakuum (oder in Luft) ausbreiten.

Auflerdem muss die folgende Ungleichung erfiillt sein, die die Lange eines Zeitschritts

At und die kiirzeste Wellenlange A, die gedampft werden kann, verkniipft.
mc At 1
i < = 3.27
sin ( 3 ) 5 (3.27)

Treten kiirzere Wellenldngen auf, so divergiert im schlimsten Fall das Randfeld durch

die Extrapolation und strahlt Felder in den Innenraum ab. Die kiirzeste mogliche Wel-

lenlange ist A = 2 Ax. Dies ergibt in Limit fiir die maximale erlaubte Schrittlange:

1A
2 c
Diese Schrittlange ist etwa 15 Prozent kiirzer, als die nach Ungleichung vom
CFL-Kriterium erlaubte Schrittweite.
Eine Alternative waren Réander nach der Methode des ,Perfectly Matched Layers“

At (3.28)
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(PML), wie es von einigen anderen PIC-Codes implementiert wird, zum Beispiel vom
Osiris Code, wie er in [24] beschrieben ist. Hier wird der Simulationsraum von einer
Schicht mit genau angepasster Impedanz aber nicht verschwindender Leitfahigkeit um-
geben. Dadurch werden keine Wellen am Ubergang reflektiert, im Material werden die
Wellen dann aber exponentiell geddmpft (siehe [5] oder [50} Seite 285 ff]). Eine alterna-
tive, aber effektiv identische Formulierung verandert die Koordinaten in der Wellenglei-
chung (siehe [15]). Der Rechenaufwand ist jedoch bei beiden Methoden deutlich hoher
als bei der Methode von Liao und auch die Komplexitat des Codes ist deutlich hoher.

Ein generelles Problem aller absorbierenden Réander ist die Absorption der hinaus-
fliegenden Teilchen. Natiirlich kann man alle Teilchen die aus dem Simulationsgebiet
herausfliegen einfach 16schen und neue Teilchen mit korrekter Geschwindigkeitsvertei-
lung injizieren.

Die Teilchen sind jedoch keine Punktteilchen, sondern ausgedehnte, wolkenférmige
Objekte. Daher stellt sich die Frage ob man das Teilchen entfernen soll, wenn es die
Wand, die die elektromagnetische Strahlung absorbiert, das erste mal beriihrt, wenn es
komplett hinter der Wand liegt, oder an irgendeiner Stelle dazwischen.

Entfernt man das Teilchen sobald es in Kontakt mit der Wand kommt, so erzeugt man
einen Bereich an der Wand, der weniger Teilchen enthélt als das Innere des Plasmas.
Wenn man dagegen das Teilchen erst hinter der Wand entfernt, dann gibt es einen Be-
reich in dem das Teilchen nur wenig elektrische und magnetische Felder erfahrt und damit
weniger Kraften ausgesetzt ist, als im Inneren des Plasma. Welche Methode tatsachlich
die besten Ergebnisse liefert, ist a priori nicht ganz klar. Testlaufe mit einer ebenen Wel-
le, die durch ein thermisches Plasma lauft haben jedoch ergeben, dafl es etwas giinstiger

ist die Teilchen zu absorbieren wenn sie gerade die Wand beriihren.

3.5 Startbedingungen

Das Verhalten eines physikalischen Systems wird, aufler von den Randbedingungen, die
in Abschnitt besprochen wurden, von seinen Startbedingungen festgelegt. Daher
sollen in diesem Abschnitt die verwendeten Bedingungen beim Start einer Simulation

zum Zeitpunkt ¢ = 0 erlautert werden.
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3.5.1 Plasma

Zu Beginn der Simulation gibt es (maximal) zwei Teilchenpopulationen, die Protonen,
Elektronen und Positronen enthalten konnen. Beide Populationen konnen unterschiedli-
che Temperaturen besitzen. Zusatzlich ist es moglich, fiir jede Population eine mittlere
Geschwindigkeit abzugeben, die relativistisch korrekt auf die thermische Geschwindigkeit
aufaddiert wird. Bei den Simulationen fiir diese Arbeit wurde nur eine Teilchenpopulati-
on, die Protonen und Elektronen zu gleichen Anteilen enthielt, verwendet. Dafiir wurde
teilweise von der Moglichkeit gebraucht gemacht, in der Mitte des Plasmas einen Ka-
nal niedrigerer Dichte zu schaffen um den Laserstrahl zu fiihren. Nahere Details hierzu
finden sich in Abschnitt [.3.2]

Die verwendeten Anfangsbedingungen fiir die elektrischen und magnetischen Felder
sind ebenso einfach wie unphysikalisch. Beide Felder werden mit Null initialisiert. Dies ist
natiirlich inkorrekt, da in einem fluktuierenden thermischen Plasma sowohl elektrische
als auch magnetische Felder vorhanden sind, die um den Mittelwert Null herum verteilt
sind.

Um das elektrische Feld zu bestimmen miisste man die Poisson-Gleichung fir
das skalare Potential ® losen. In der Coulomb-Eichung konnte man dann das elektrische
Feld bestimmen:

E=-Vd (3.29)

Angesichts der Teilchenzahl und der Grofle des Simulationsgebiets ist es jedoch sehr
aufwandig, die Poisson-Gleichung zu losen. Die aquivalente Gleichung fiir das Vektorpo-

tential ff, aus dem sich die Magnetfelder bestimmen lielen, ist sogar noch aufwandiger:

S 1A 1_0d 4re
A—-—=——-—-V—=——j

c2ot? ¢ Ot c
Diese Gleichung ist keine reine Poisson-Gleichung mehr und lasst sich daher auch
nicht so einfach 16sen wie Gleichung[3.29, Verwendet man statt der Columb-Eichung die

Lorenz-Eichung, so erhalt man fiir & und A Wellengleichung. Die korrekte nummerische

(3.30)

Losung dieser Gleichungen ist nicht einfach und bedarf ausgefeilter Methoden, um ein
unnatiirliches Anschwingen oder Anwachsen zu vermeiden.

Aus diesem Grund berechnet man nicht die korrekten Felder, sondern wahlt die verein-
fachten Anfangsbedingungen und gibt dem Plasma Zeit einzuschwingen. Binnen weniger
Periodenlangen w der Plasmaschwingungen bilden sich namlich die korrekten und kon-
sistenten Felder aus. Der Rechenaufwand fiir die Einschwingzeit liegt dabei unter dem

Aufwand, die Felder fiir den ersten Zeitschritt zu berechnen. Zusétzlich spart man sich
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die Programmierung und Pflege des Codes um die Felder beim Start zu berechnen.

Die Energie, die nach dem Einschwingen in den elektromagnetischen Feldern steckt,
stammt natiirlich aus der Energie die die Teilchen zu Beginn der Simulation haben.
Das Plasma wird also effektiv leicht gekiihlt. Der Effekt ist jedoch klein und liegt je
nach genauen Parametern bei Bruchteilen eines Prozents bis maximal einigen wenigen

Prozent.

3.5.2 Laser

Aufler dem Ausgangszustand des Plasmas muss auch der Laserstrahl vorgegeben werden.
Je nachdem, ob der Laserstrahl sich schon zu Beginn im Simulationsgebiet befindet oder
erst spater durch eine Grenze des Simulationsgebietes eingestrahlt wird, handelt es sich
um eine Startbedingung oder eine (zeitabhéngige) Randbedingung. Davon unabhéngig
soll hier diskutiert werden, wie sich in einer PIC-Simulation ein relativistischer Laserpuls
modellieren lasst.

Die iibliche Beschreibung fiir einen Laserstrahl entlang der z-Achse lasst sich zum
Beispiel in [50, Gleichung 3-22] finden und lautet:

fens - Btton {5} oo ()} {52
(3.31)

Dabei ist zg die Rayleigh-Lange aus Gleichung [1.74] w(z) ist der Strahldurchmesser,
in der Entfernung z vom Fokuspunkt und R(z) ist der Radius, der die Kriimmung der
Wellenfront beschreibt. Es gilt:

wiz) = w? <1+(i)2> (3.32)
R(z) = = <1+<i>2> (3.33)

Man erkennt in Gleichung drei Teile, die unterschiedliche Aspekte des Lasers
beschreiben. Der erste Term gibt die Entwicklung der Amplitude an. Der zweite Term
beschreibt das longitudinale Verhalten der Phase und der dritte das radiale Verhalten
der Phase.

Diese Beschreibung erfasst die wichtigsten Phanomene korrekt, wie zum Beispiel die

Divergenz des Strahls und die nicht verschwindende transversale Ausdehnung des Laser-
strahls im Fokus. In Formel wird das elektrische Feld jedoch als Skalar beschrieben,
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es fehlt also die Angabe der Richtung des Feldes.

Einige Quellen wie zum Beispiel [11, Gleichung 4.39] gehen soweit dem Feld eine
konstante Richtung zu geben. Dies stiitzt sich auf die Tatsache, dafl ebene elektroma-
gnetische Wellen rein transversal sind. Fiir einen fokussierten Laser ergibt sich dabei
jedoch ein Problem: erkennbar zum Beispiel, wenn man die Divergenz von Gleichung
betrachtet. Diese ist nicht identisch Null, was laut dem Gaufischen Gesetz eine
nichtverschwindende Ladungsdichte bedeutet. Dies ist im Vakuum sicher nicht korrekt.

Anschaulich ist klar woran das liegt: Das elektrische Feld muss im rechten Winkel
auf dem k-Vektor stehen. Fiir eine ebene Welle zeigt dieser an jeder Stelle des Raums
in die gleiche Richtung, was sich mit einer konstanten Richtung des elektrischen Feldes
vertragt. Ein fokusierter Strahl hat jedoch eine nicht verschwindende Divergenz und
damit nicht homogene (und nicht parallele) k-Vektoren an unterschiedlichen Stellen im
Raum.

Dementsprechend kann das elektrische Feld nicht immer die gleiche Richtung haben,
sondern muss an unterschiedlichen Stellen unterschiedlich orientiert sein, um im rechten
Winkel zum lokalen k-Vektor zu stehen. Dies analytisch aus den Maxwell-Gleichungen
zu erhalten ist recht kompliziert.

Sehr hilfreich waren hier die Paper von K. McDonald (darunter [40]), in denen er
beschreibt, wie man fiir einen Strahl mit kleiner Divergenz eine naherungsweise Losung
konstruieren kann. Die Grundidee ist hierbei, daf§ ein Strahl mit kleiner Divergenz an
jeder Stelle einen k-Vektor hat, der nur wenig von der Strahlachse abweicht. Da das
lokale elektrische Feld immer senkrecht auf dem lokalen k-Vektor steht, weicht auch das
elektrische Feld nur wenig von der rechtwinklig zur Strahlachse stehenden Polarisations-
richtung ab. Die Anteile des elektrischen Feldes, die langs der Strahlachse liegen, lassen
sich also nach Potenzen der Divergenz 6 < 1 entwickeln.

Verwendet man diese Beschreibung, so erhalt man eine viel bessere Modelierung ei-
nes Laserstrahl, die eine wesentlich kleine Divergenz des elektrischen und magnetischen
Feldes aufweist. Anschaulich wird dies auch, wenn man Abbildung betrachtet. Die
Pfeile, die die Richtung des elektrischen Feldes anzeigen, folgen der Krimmung des Fel-
des und stehen damit senkrecht auf der lokalen Ausbreitungsrichtung. Aulierdem erkennt
man gut, wie der Laserpuls sich nach dem Durchlaufen des Fokuspunktes wieder langsam

aufweitet, genau wie man es anhand der Skizze [I.3] erwartet.
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Abbildung 3.11:

Ausbreitung eines Laserpulses im Vakuum
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3.6 Methoden zur Parallelisierung

Da man ein gewisses physikalisches Raumvolumen simulieren will aber die Quantisierung
nicht beliebig grob machen kann, bleibt einem als Ausweg nur eine grofie Anzahl an
Gitterzellen zu verwenden. Bei den Simulationen fiir diese Diplomarbeit wurden Gitter
mit ein bis vier Millionen Zellen Gréfle verwendet. Einzelne Simulationen erreichten
Groflen von bis zu 66 Millionen Zellen.

Fiir die zeitliche Qunatisierung unterliegt man ahnlichen Beschrankungen. Der Laser-
puls ist zwar nur einige Femtosekunden lang und auch die Reaktion des Plasmas spielt
sich in typischer Weise auf einer Zeitskala von Femtosekunden ab, ein einzelner Zeit-
schritt ist jedoch nur im Bereich von zehn Attosekunden. Man bendétigt daher einige
Tausend bis Zehntausend Zeitschritte, um die Entwicklung beobachten zu konnen. Je-
de Gitterzelle enthalt etliche Protonen und Elektronen, so dafl man insgesamt etwa 50
bis 200 Millionen Teilchen in jedem Schritt abarbeiten muss. Selbst auf modernen und
leistungsstarken Computern, die diese Simulationen iiberhaupt erst moglich machen,
benotigt man fiir eine einzelne Simulation Hunderte oder Tausende an CPU-Stunden.
Um ertragliche Wartezeiten zu erreichen ist es daher notig die Berechnung auf moglichst
viele CPUs zu verteilen. Einen Eindruck von der benotigten Rechenleistung gewinnt
man, wenn man betrachtet, dafl eine einzelne moderne CPU (ein Xeon E5504 mit 2
Gigahertz Taktfrequenz) etwa 20 Minuten braucht um einen 32 x 32 x 32 Wiirfel mit

acht Elektronen und acht Protonen pro Zelle 100 Zeitschritte lang zu simulieren.

3.6.1 MPI

Eine weit verbreitete Moglichkeit um viele Rechner gemeinsam an einem grofien Problem
rechnen zu lassen ist, auf jedem Rechner eine Instanz des Programms zu starten und die
einzelnen Instanzen tiber MPI (Message Passing Interface) miteinander kommunizieren
zu lassen. Diese Moglichkeit wurde von Urs Ganse implementiert und hat es erlaubt, die
Simulation mit sehr guter Effizienz auf bis zu 64 CPUs laufen zu lassen. Skalierungstests
haben sogar gezeigt, dafl der Code mindestens bis zu 1024 CPUs verniinftig skaliert, also

vom Zugewinn an Rechenkraft profitiert.

3.6.2 CUDA

Eines der Ziele dieser Diplomarbeit war es zu versuchen, die ungeheure Rechenkraft mo-

derner Graphikkarten fiir Simulationen mit dem PIC-Code nutzbar zu machen. Statt die
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Simulationsbox in mehrere Teile zu teilen, die dann auf mehreren CPUs simuliert werden,
definiert man hier Funktionen, die einen kleinen Teil eines Zeitschrittes abdecken. Diese
Funktionen werden dann auf der Graphikkarte parallel fiir unabhéngige Eingabedaten
ausgefihrt.

Eine Funktion, die man definiert, ist move_particle(). Diese Funktion erwartet den
Zustand eines Teilchens zur Zeit "2 und berechnet den Zustand zur Zeit t"2. Zusitz-
lich benotigt die Funktion Zugriff auf die elektrischen und magnetischen Felder zur Zeit
t". Der Updateschritt fiir ein einzelnes Teilchen hangt dabei nicht vom Zustand der
anderen Teilchen ab und kann damit fiir viele Teilchen gleichzeitig durchgefiihrt werden.

Man erkennt bereits, da3 diese Art der Programmierung sich deutlich von der Pro-
grammierung einer CPU unterscheidet, bei der man nach einander alle lokalen Teilchen
updatet. AuBerdem unterstiitzen die Tools der verwendeten ,,Compute Unified Device
Architecture* (CUDA), mit der die Nvidia Graphikkarte programmiert werden soll-
te, kein C4++. Damit fehlte die Unterstiitzung fiir die verwendeten Klassen der Blitz-
Bibliothek, die im PIC-Code fiir die Speicherung der elektrischen und magnetischen
Felder und fiir einige Vektoroperationen benutzt werden.

Dadurch wurde es notig den PIC-Code neu zu strukturiert und an vielen Stellen
umzuschreiben. Bei der schon erwahnten Funktion move particle() war dies relativ
einfach moglich. Die so erhaltene Funktion kann dann auf bis zu 256 Teilchen gleichzeitig
ausgefiithrt werden.

Auch die Berechnung der neuen elektrischen Felder aus den vorhandenen Feldern mit
der Funktion update_E() ist einfach. Das elektrische Feld an einem Punkt hangt nur vom
elektrischen Feld an dieser Stelle zum vergangenen Zeitschritt und die umgebenden ma-
gnetischen Felder ab. Das Update der magnetischen Felder um einen halben Zeitschritt
ist ganz analog in der Funktion half update B() implementiert.

An dieser Stelle zeigt sich jedoch, daf} eine naive Umstrukturierung nicht genug ist.
Um die Graphikkarte voll auszulasten ist es notig fiir jede Komponente des elektrischen
Feldes eine eigene, optimierte Updatefunktion zu schreiben. Dies erlaubt es schnelle-
ren Code zu schreiben, unter anderem dadurch, dafi Fallunterscheidungen wegfallen,
die auf Graphikkarten sehr langsam abgearbeitet werden. Die Optimierung sind jedoch
zum Grofiteil Handarbeit, da die gegenwartig verfiigharen Compiler nicht weit genug
entwickelt sind, um solche Moglichkeiten automatisch zu erkennen. Dies macht die Pro-
grammierung der Graphikkarte sehr aufwéndig und fehleranfallig.

Als besonders schwierig zu optimieren erwies sich die Funktion current_assign(), in

der der Strombeitrag eines einzelnen Teilchens berechnet und zum Gesamtstrom addiert
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wird. Da jedes Teilchen Strombeitridge in mehreren Zellen liefert, muss man sehr dar-
auf achten, dal konkurrierende Schreibzugriffe korrekt behandelt werden. Da mehrere
Teilchen, die sich nahe beieinander befinden, Beitréage zur gleichen Zelle liefern kénnen
lasst sich das Problem auch nicht durch Umformulieren der Aufgabenstellung von ,tra-
ge die Strombeitrage eines Teilchen in die umliegenden Zellen ein“ zu ,,berechne den
Strombeitrag aller relevanten Teilchen zu dieser Zelle® beseitigen.

Letzten Endes blieb nichts anderes iibrig als die Strombeitrdge mit der langsamen
Funktion atomic_add aufzusummieren, die die Schreibzugriffe serialisiert und so Kolli-
sionen verhindert. Diese Losung ist jedoch recht langsam, so dafl die Geschwindigkeits-
gewinne, die sich an anderen Stellen erzielen lassen, hier wieder verloren gehen.

Als der Code nach einigen Wochen Entwicklungszeit endlich vollstandig portiert war
und mit einer Geschwindigkeit ahnlich wie auf der CPU lief, traten bei Simulationen mit
mehr als einigen hundert Zeitschritten numerische Instabilitdten auf. Daher wurde der
Versuch den PIC-Code auf der Graphikkarte zu verwenden aus Zeitgriinden vorlaufig
aufgegeben.

Versuchsweises verkleinern des Zeitschrittes um ein zehntel Prozent hat die Stabilitat
inzwischen deutlich verbessert, so dafl Simulationen iiber 10000 Zeitschritte moglich
sind. Die Speichermenge auf der Graphikkarte beschrankt dabei jedoch die Grofle des
simulierten Raumgebietes und die praktisch erreichbare Rechenkraft liegt deutlich unter
der theoretisch verfiigbare Rechenleistung.

Neue Generationen an Graphikkarten und bessere Werkzeuge fiir die Programmierung
konnten die Situation aber weiter verbessern, so daf es sich lohnt, diese Mdéglichkeit im

Auge zu behalten.
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4 Ergebnisse

4.1 Surfatron-Beschleunigung

Der Surfatron-Beschleunigungsprozess, wie er in [33] und Abschnitt beschrieben
ist, verwendet ein longitudinales elektrisches Feld und, im rechten Winkel dazu, ein
konstantes magnetisches Hintergrundfeld. Diese Situation ist in Abbildung gezeigt.
y
A

-« - - - —_— @ — > % G
-« — - - —>—>—><—4—4—E
- — - - —_— — > % <

22z

Abbildung 4.1: Statisches Magnetfeld in Griin entlang der z-Achse aus der Zeichenebene,
dazu entlang der x-Achse in rot die longitudinale elektrostatische Welle.
In dieser Konfiguration konnen Teilchen nahe an der Phasengeschwin-
digkeit der Welle auf dem positiven (nach rechts zeigenden) elektrischen
Feld ,,surfen” und so Energie gewinnen.

Dies ist so jedoch keine Losung der Maxwell-Gleichungen. Die in Abschnitt be-

schriebenen Hybridwellen kommen dieser Situation jedoch schon recht nahe. Abbildung
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zeigt das elektrische und magnetische Feld fiir eine Hybridwelle, sowie zusatzlich die

daran gekoppelten Strome und Dichteschwankungen im Plasma.

y

Abbildung 4.2: Magnetfeld in Griin und elektrisches Feld in Rot analog zu Abbildung
41l Zusitzlich die Strome im Plasma in Gelb und die Dichte der Elek-
tronen in Graustufen. Dunkles Grau bedeutet dabei grofie Dichte.

Das Magnetfeld ist nicht mehr homogen, sondern enthalt eine harmonische Kompo-
nente, die wie cosz variiert. Relativ zum konstanten Anteil des Magnetfelds ist dieser
Anteil jedoch klein. Er betragt fiir die gewahlten Simulationsparamter nur gut ein Pro-
zent und ist in Abbildung iibertrieben grofl dargestellt.

Das elektrische Feld erhalt auler dem Longitudinalanteil noch einen um 7 phasenver-
schobenen transversalen Anteil. Die Starke dieses Anteil betragt nur knapp ein Prozent
verglichen mit dem beschleunigenden longitudinalen Anteil des elektrischen Felds und
ist in der Abbildung deutlich iiberhoht dargestellt.

Der in Gelb dargestelle Strom besitzt ebenfalls einen transversalen und einen longi-
tudinalen Anteil, die um 7 phasenverschoben sind. Der GroBteil ist dabei in 2-Richtung
und rithrt von Teilchen her, die vom starken longitudinalen elektrischen Feld verschoben
werden. Der transversale Anteil in y-Richtung betragt knapp ein Prozent davon.

Bei der Hybridwelle ist die Teilchendichte an die elektromagnetischen Felder gekoppelt.
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In jedem Minimum des Magnetfeldes befindet sich ein Maximum an Elektronen. Der
Unterschied zwischen einem Maximum der Dichte und einem Minimum betragt dabei
etwa elf Prozent der mittleren Elektronendichte.

Zusammenfassend léasst sich sagen, dafi die Hybridwelle der gewtinschten Situation
sehr nahe kommt, da die auftretenden transversalen Komponenten im Prozentbereich

liegen und keine groflen Auswirkungen auf die Teilchenbeschleunigung haben.

4.1.1 Simulationsbedingungen

Die Simulation zur Surfatron-Beschleunigung verwendet eine 1024 Zellen lange und
32 x 32 Zellen breite Box entlang der Ausbreitungsrichtung, die mit der x-Achse zu-
sammenfallt. Die Kantenlange einer Zelle ist dabei Ax = 0,115672 um. Ein einzelner
Zeitschritt ist At = 0.222542 fs. Die Rander des Raumgebiets sind periodisch, die Teil-
chen ,,sehen® also einen unendlich ausgedehnten Raum.

Elektronen und Protonen haben das natiirliche Massenverhaltnis von 1:1836 und je-
weils 136 Teilchen einer Spezies sind zu einem Metateilchen zusammen gefasst. Von
diesen Metateilchen befinden sich im Mittel vier Elektronen-Reprasentanten und vier
Protonen-Repréasentanten in einer Zelle. Dies liefert ein Plasma mit einer Dichte von
2-10"%cm™ und einer Plasmafrequenz von wp = 5,64145- 1031, Die Temperatur des
Plasmas wird durch die mittlere thermische Geschwindigkeit vy, = 2, 1% ¢ gegeben.

Die Hybridwelle propagiert durch ein Hintergrundmagnetfeld der Starke By = 300 kG
mit k ~ 450()ch so da 8 Schwingungen in die Simulationsbox passen. Der Parameter u,
(ein Maf fiir die Amplitude der Hybridwelle) wurde auf 10° cm/s gesetzt. Alle anderen
Parameter lassen sich aus den Formeln in Abschnitt berechnen oder im Anhang [B]

nachschlagen.

4.1.2 Phasenraumplots

Die Teilchen werden vom elektrischen Feld grofitenteils in z-Richtung beschleunigt.
Zuséatzlich werden sie vom Magnetfeld in y-Richtung abgelenkt. Um die Beschleunigung
zu verfolgen, betrachtet man also v, = \/m

Im folgenden werden nun einige Schnitte durch den Phasenraum gezeigt, die die Ver-
teilung der Teilchen in der x — v, - Ebene darstellen. Zusatzlich zu Position und Ge-
schwindigkeit der Teilchen wird der longitudinale Anteil des elektrischen Felds gezeigt.
Dabei sind weifle Bereiche im Plot Bereiche mit positivem, beschleunigendem elektri-
schen Feld.
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Die Teilchengeschwindigkeiten gehen von nahe Null bis zu etwa zehn Prozent der
Lichtgeschwindigkeit. An der Unterkante des Bandes erkennt man gut dafl die Lange der

Simulationsbox acht Wellenlangen entspricht.

1

0.8

0.6

yw/c

0.4

02

0 5 10 15 20 25 30 35 40

X/ pm

Abbildung 4.3: Schnitt durch den Phasenraum nach 100 Zeitschritten. Im Hintergrund
ist der longitudinale Anteil des elektrischen Felds gezeigt. Dabei sind
weile Bereich im Plot Bereiche mit positiven, beschleunigendem elek-
trischen Feld. Dartiber ist fiir jedes Makroteilchen ein Punkt in Blau
gezeichnet. Man erkennt dafl Teilchen mit Geschwindigkeiten bis etwas
10 Prozent der Lichtgeschwindigkeit vorkommen.

Abbildung [4.4] zeigt, wie nach einiger Zeit an mehreren Stellen Teilchen vom beschleu-
nigenden Feld zu immer hoheren Energien getrieben werden. Dabei rutschen sie aus der
optimalen Phasenlage. In der Abbildung ist dieser Vorgang daran erkennbar, dafl die
Spitze der Welle, also die energiereichsten Teilchen an der Grenze zwischen weiflem (be-
schleunigenden) und schwarzem (bremsenden) elektrischen Feld ankommen. Wenn die
Teilchen dieses Limit erreicht haben, werden sie nicht weiter beschleunigt. Die erreich-
te Geschwindigkeit ist hier 35 Prozent der Lichtgeschwindigkeit. Der Vorgang, daf die

Teilchen die beschleunigende Phase des elektrischen Felds verlassen und die bremsende

64



Kapitel 4. Ergebnisse Patrick Kilian

Phase erreichen, wird als ,,Detrapping® bezeichnet.

4.1.3 Energieverteilung

Neben der Verteilung im Phasenraum ist auch die Energieverteilung interessant. Ab-
bildung zeigt ein Histogramm der auftretenden Teilchengeschwindigkeiten nach 100
Zeitschritten. Man sieht eine recht glatte Verteilung bis etwa zehn Prozent der Lichtge-
schwindigkeit, die dann sehr scharf endet.

Abbildung zeigt das Histogramm zu einem spateren Zeitpunkt. Auffallig im Hi-
stogramm nach 4600 Zeitschritten ist auler dem flacheren Abfall bei 0.1 ¢ vor allem
das Nebenmaximum bei 0.24 c. Der langsamere Abfall entsteht durch die Zunahme an
hochenergetischen Teilchen, die durch Surfatron-Acceleration beschleunigt wurden. Der
kleine Peak entsteht dadurch, dafl Teilchen bis zur Detrapping-Energie beschleunigt wer-
den, dann aber nicht sofort die Energie wieder verlieren, sondern sich bei vergleichweise

hohen Energien ansammeln.

4.1.4 Auflosungsverbesserung

Man erkennt an Abbildung4.6|sehr deutlich, dafi nur wenige der 4,2 Millionen Elektronen-
Makroteilchen es zu hohen Energien schaffen. In jedem Zeitschritt sind nur einige Hun-
dert Teilchen in der Nahe der Detrapping-Energie zu finden. Auf der anderen Seite will
man aber gerade an dieser interessanten Stelle genug Teilchen haben, um aussagekraftig
Statistik betreiben zu konnen und Groéflen wie den Spektralindex bestimmen zu kénnen.

Prinzipiell kann man einfach die Simulationsbox gréfler machen oder mehr Teilchen
pro Elementarzelle verwenden. Beides fiihrt jedoch nur begrenzt zum erwiinschten Erfolg.
Wenn man die Teilchenzahl verzehnfacht, so landen von den zuséatzlichen 72 Millionen
Teilchen nur 5000 bis 10000 im interessanten Energiebereich. Dies sind natiirlich deutlich
mehr als die Teilchen, die gegenwartig zur Verfliigung stehen, aber um den Preis zehn-
fachen Rechenaufwandes. Ein Grofiteil der zusatzlichen Teilchen landet bei mittleren
Energien und tragt dort nichts wesentliches bei.

Die Idee ist daher, die Auflosung gezielt bei den hohen Energien zu verbessern. Hier-
zu ermittelt man nach einem Simulationslauf, welche Teilchen hohe Energien erreicht
haben. In einem zweiten Durchlauf ersetzt man dann diese Teilchen durch kleinere Ma-
kroteilchen, um so die Auflésung bei hohen Energien zu verbessern.

Erste Testlaufe in diese Richtung haben gezeigt, dafl von diesen kleineren Makroteil-

chen, die meisten relativ eng beieinander bleiben und zu hohen Energien beschleunigt
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X/ jum X/ pm

(a) t = 2400 dt (d) t = 2500 dt

x/pm

(b) t = 2600 dt (e) t = 2700 dt

0 5 10 15 20 25 30 35 40

x/ pm

(c) t = 2800 dt (f) t = 2900 dt

Abbildung 4.4: Aufeinanderfolgende Schnitte durch den Phasenraum analog zu Abbil-
dung Man erkennt wie an mehreren Stellen Teilchen vom beschleu-
nigenden Feld zu immer hoheren Energien getrieben werden. Dabei rut-
schen sie aus der optimalen Phasenlage und werden nicht weiter als bis
zu 35 Prozent Lichtgeschwindigkeit beschleunigt. Dieser Vorgang wird
als Detrapping bezeichnet.
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Abbildung 4.5: Teilchenzahl N fiir einen Energiebereich mit angegebener mittlerer Ge-
schwindigkeit yv/c nach 100 Zeitschritten der Simulation zur Surfatron-
Beschleunigung. Insgesamt sind 4,2 Millionen Elektronen-Makroteilchen
aufgetragen.

werden. In wie viele kleinere Makroteilchen zerlegt werden muss, und wie stark die An-
fangsbedingungen im Phasenraum variiert werden miissen, um einerseits viele Teilchen
bei hohen Energien zu erhalten und andererseits hinreichend unkorrelierte Teilchenbah-
nen zu erhalten, um statistische Aussagen treffen zu konnen, wird gerade noch unter-

sucht.

4.2 Laser Wakefield Acceleration

4.2.1 Simulationsbedingungen

Die Wahl der Simulationsbedinungen orientiert sich an [54] und [26]. Tsung et al. be-
schreibt die erste dreidimensionale PIC-Simulation von Laser Wakefield Acceleration,

wahrend |Geddes et al. das Problem von der experimentellen Seite beleuchtet. Die Pa-
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Abbildung 4.6: Verteilung der Teilchen auf Geschwindigkeitsbereich zu t = 4600dt.
Auffallig ist das Nebenmaximum unterhalb der Detrapping-Energie.

rametersatze passen nicht ganz zusammen, so ist das Verhaltnis von Laserfrequenz zu
Plasmafrequenz bei|[T'sung et al. Z—}ﬁ ~ 34, wahrend bei Geddes et al. diese Grofe :’—Ig ~ 13
betragt.

Auch andere wichtige Parameter sind nicht genau bekannt oder unterscheiden sich
zwischen unterschiedlichen Papieren. Auf der Suche nach dem korrekten Parametersatz
und der richtigen Beschreibung eines Laserpulses (siehe Abschnitt dazu) wurden 69
Simulationen durchgefiihrt. Es sind daher nicht alle Parametersatze an diese Diplomar-
beit angehéngt. Anhang [C] enthélt exemplarisch die Parameter der Simulation, aus der

im folgenden Abschnitt Schnittbilder gezeigt werden.

4.2.2 Schnittbilder

Abbildungen [.8 und [4.9] zeigen die Dichte der Teilchen und eine Komponente des elek-
trischen Felds. Die Dichte ist in Graustufen gezeichnet, wobei dunkleres Grau hohere

Dichte bedeutet. Die Komponente des elektrischen Feldes entlang der z-Achse ist farbig
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Abbildung 4.7: Verteilung der Teilchengeschwindigkeiten v, fiir ungeteilte und gedrit-
telte Elektronen-Makroteilchen, sowie die kombinierte Verteilung, analog
zur Verteilung in Abbildung [4.6, Um die deutliche Trennung zwischen
geteilten und unteilten Makroteilchen zu demonstrieren ist abweichend
zum vorhergehenden Plot ¢ = 5500dt gezeigt.

dargestellt. Dabei sind gelbe und rote Farbtone wachsende positive Feldstarken, griine
und blaue Farbstone negative Feldstarken.

Man erkennt sehr gut den Kanal geringerer Dichte entlang der z-Achse, der den La-
serstrahl fithrt. Abschnitt erklart den Hintergrund und die Funktionsweise dieser
Anfangsbedinung genauer.

Der Laserpuls wird zum Zeitpunkt ¢ = 500dt gestartet und propagiert durch das Plas-
ma. Dabei werden die leichten Elektronen vom starken elektrischen Feld des Laserpulses
beschleunigt. Dadurch entsteht eine Region, in der keine Elektronen mehr vorhanden
sind, die sogenannte ,, Blowout-Region“. Die Elektronen finden sich in einer diinnen Wel-
lenfront hoher Dichte wieder.

Im zeitlichen Verlauf wird diese Blowout-Region grofler. Der Kraft des Lasers und der

Tragheit der Elektronen steht dabei die elektrostatische Kraft der zuriickgebliebenen
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Protonen, die vom Laser nicht wesentlich beschleunigt werden, entgegen.

Die Blowout-Region erreicht jedoch die Grenzen der Simulationsbox, bevor der Laser-
puls und damit die Front der Plasmawelle, weiter propagiert ist und Teilchenbeschleu-
nigung statt finden konnte.

Versuche mit unterschiedlichen Parametersatzen fiihren langsam Richtung Teilchen-
beschleunigung, da die gezeigte Simulation jedoch fast 9000 Minuten auf 16 CPUs ver-
braucht hat, ist es sehr schwer und langwierig sich an die korrekten Parameter hinzu-
tasten. Einfach die Simulationsbox grofler machen, um Interaktionen mit der Wand zu

vermeiden, ist aus dem gleichen Grund nicht moglich.
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(a) t = 600 dt (d) t = 700 dt

(b) t = 800 dt (e) t =900 dt

(c) t = 1000 dt (f) t = 1100 dt

Abbildung 4.8: Nach 500 Zeitschritten um das Plasma einschwingen zu lassen wird der
Laserpuls gestartet und propagiert durch den Dichtekanal.
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(a) t = 1200 dt

(d) t = 1300 dt

(b) t = 1400 dt

(e) t = 1500 dt

(¢) t = 1600 dt

(f) t = 1700 dt

Abbildung 4.9: Anwachsen der Blowout-Region und Vorwérts-Bewegung der Plasmawel-
le in Abstanden von 100 Zeitschritten
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5 Zusammenfassung

Nachdem das vorhergehende Kapitel die Ergebnisse einiger reprasenativer Simulationen
gezeigt hat, sollen nun hier die Erkenntnisse aus dieser Diplomarbeit kurz zusammen
gefasst werden. Damit eng verkniipft ist die Uberlegung, welche Fragestellungen als
nachstes angegangen werden sollten.

Betrachtet man die technischen Aspekte dieser Diplomarbeit, so ist zu allererst festzu-
halten, dafl der verwendete ACRONYM Code sich bei der Simulation von Laborplasmen
bewahrt hat, obwohl er urspiinglich fiir astrophysikalische Probleme entwickelt wurde.
Die korrekte Skalierung zu Plasmen mit Dichten, die das zehn Milliardenfache der sonst
simulierten Plasmen aufweisen, sorgt fiir ein sehr grofies Vertrauen in die Korrektheit des
Codes und der Aussagen iiber astrophysikalische Plasmen, die damit gewonnen wurden.

Desweiteren hat sich gezeigt, dafl die Code-Struktur Neuerungen wie Laserpulse oder
Dichteprofile ermoglicht. Die Herausforderung bei solchen Erweiterungen ist weniger die
Interaktion mit dem vorhandenen Code, sondern mehr die Umsetzung von abstrakten
mathematischen Konzepten zu korrektem, schnellem und gut parallelisierbarem Code.

Bei den absorbierenden Liao-Randbedingungen kam erschwerend hinzu, dafl diese ur-
spriinglich fiir Erdbebenwellen, die durch eine skalare Funktion beschrieben werden,
formuliert sind. Die Umsetzung auf elektrische und magnetische Felder mit jeweils drei
Komponenten hat sich hier als herausfordernd erwiesen. Die numerisch praktische, je-
doch nicht triviale Staffelung der Feldkomponenten im Raum hat das Unterfangen eben-
falls nicht erleichtert.

Parallel zu den Erweiterungen des vorhandenen Codes wurde die existierende Code-
basis kontinuierlich verbessert und wo notig umstrukturiert, um auch zukiinftige Erwei-
terungen zu erméglichen. Dabei wurden sowohl die Lesbarkeit, als auch die Performance
des PIC-Codes gesteigert.

Der Versuch den vorhandenen PIC-Code auf die Graphikkarte zu portieren hat eben-
falls sehr viel Zeit in Anspruch genommen. Die sehr gute Parallelisierbarkeit des Codes
und die vielen parallel arbeitenden Recheneinheiten einer Graphikkarte liesen diesen

Versuch sehr erfolgsversprechend erscheinend. Graphikkarten miissen jedoch in einem
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fundamental anderem Stil programmiert werden, um ihre volle Leistung entfalten zu
konnen. Zusatzlich unterstiitzen die gegenwartig vorhandenen Tools einige verwendete
Techniken wie die Blitz-Bibliotheken oder die Vererbungsmoglichkeiten von C++ nicht.
Letztenendes wurde der Code fiir die Graphikkarten also komplett neu geschrieben und
per Hand optimiert.

Nach der technischen Seite sollen nun die physikalischen Ergebnisse beleuchtet wer-
den. Die Untersuchung der Surfatron-Beschleunigung funktioniert sehr gut. Die notigen
Ausgangsparameter lassen sich direkt aus der analytischen Behandlung des Problems
ableiten und man erhalt direkt die erwartete Teilchenbeschleunigung.

Der kleine Anteil an Teilchen, die bis zur Detrapping-Energie beschleunigt werden,
begrenzt die Genauigkeit mit der diese Grenzenergie bestimmt werden kann. In diesen
Grenzen stimmt sie jedoch sehr gut mit der Vorhersage aus den analytischen Rechnungen
tiberein.

Weitere Untersuchungen mit grofleren Teilchenzahlen und die gezielte Verbesserung
der Auflésung fiir hohe Energien werden hier kleinere numerische Unsicherheiten liefern.
Um dies mit moglichst kleinem Aufwand an Rechenzeit zu ermoglichen wird derzeit ein
,adaptive particle refinement“ implementiert, welches Teilchen bei Uberschreiten einer
frei wahlbaren Energieschwelle automatisch zerteilt.

Auch andere Simulationen, die systematisch den Einfluss des gewéhlten k-Wertes
und der Amplitude der Hybridwelle auf die Effizienz der Teilchenbeschleunigung, die
Detrapping-Energie und das resultierende Teilchenspektrum untersuchen, versprechen
gute Ergebnisse.

Die Simulation von Laser Wakefield Acceleration funktioniert grofitenteils, es mangelt
jedoch noch an Simulationen in denen der Laser iiber ein Vielfaches der Rayleigh-Lange
durch das Plasma propagiert und Elektronen beschleunigt. Der Hauptgrund hierfiir ist,
dafB fiir diesen Prozess die bendtigten Parameter nicht genau bekannt sind. Unterschied-
liche Quellen machen widerspriichliche Angaben und die analytische Behandlung des
Problems ist aufgrund des engen Wechselspiels zwischen Laserpuls und Plasmawelle
aussichtslos. Zusatzlich reagiert das System sehr empfindlich auf Anderungen der Para-
meter, so daB schon eine Anderung der Laserstirke um zehn Prozent ein vollig anderes
Simulationsergebniss liefern konnen.

Hier sind also weitere Untersuchungen notig, die jedoch viel Rechenzeit verbrauchen
und daher nicht im Rahmen dieser Diplomarbeit fertig gestellt werden konnten. Im
Rahmen dieser Simulationen sollten auch bessere absorbierende Randbedingungen im-

plementiert werden um Effekte durch die Interaktion des Plasmas mit der Wand auszu-
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schlieffen.

Neben den schon begonnenen Untersuchungen zu Surfatron Acceleration und Laser
Wakefield Acceleration sollen in Zukunft auch Fermi I- und Fermi II-Beschleunigung
untersucht werden. Diese Prozesse spielen in der Astrophysik eine wichtige Rolle, die
Untersuchung mit PIC-Codes steht hier aber noch recht am Anfang.

Der erste notige Schritt in diese Richtung ist dabei die Bestimmung der nétigen Aus-
gangskonfiguration. Insbesondere die korrekte Modelierung der Schockwelle und die kor-
rekte Wahl der Magnetfelder stellt hier eine Herausforderung dar. Fiir die dann folgenden
Simulationen werden, genau wie fiir die Untersuchung der Laser Wakefield Acceleration,
aller Voraussicht nach absorbierende Rénder, die Reflexionen der elektromagnetischen

Wellen effizient unterdriicken, eine wichtige Rolle spielen.
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A Parameter fur Dispersionsrelation

cat-File fur Dispersionsrelation

seed = 123456789 // seed for random number generator
gesamt_zeitschritte = 4000 // do steps
output_zeitschritte = 1 // fields

part_output_zeitschritte = 4000 // particles

nx0 = 1024 // sim box
nxl = 32
nx2 = 32

space_part_x // autosplit by MPI

space_part_y

space_part_z

bw = 4. // border width

dt = 1 // autoadjusted anyway
makro = 1e0 // this too

mpzume = 1836 // nature

rescale_dt = 1.001 // stability
rescale_dx = 1

[ [ R

initial = 1 // velocity known
widthbg = 0.1 // sigma_v in anteilen c
widthj = 0 // no jet

vjetx = // no bulk velocity
vijety =

vijetz =

vbgx = 0.
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vbgy = 0.
vbgz = 0.

[ [

electronnumberbg = 4 //
electronnumberj = 0 //
protonnumberbg = 4 //
protonnumberj = 0 //
positronnumberbg = 0 //

positronnumberj = 0 //

plasmafreq = 5.64145e13

bordertype_x = //
bordertype_y = //
bordertype_z = //
divB = 1 //

electron number per cell of the background
electron number per cell of the jet

proton number per cell of the background
proton number per cell of the jet

positron number per cell of the background

positron number per cell of the jet

periodic
periodic

periodic

check divB
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B Parameter fur

Surfatron-Beschleunigung

cat-File fiir Surfatron-Beschleunigung

seed = 123456789 // seed for random number generator
gesamt_zeitschritte = 10000 // do steps
output_zeitschritte = 100 // fields

part_output_zeitschritte = 100 // particles

nx0 = 1024 // sim box
nxl = 32
nx2 = 32

space_part_x // autosplit by MPI

space_part_y

space_part_z

bw = 4. // border width

dt = 1 // autoadjusted anyway
makro = 1e0 // this too

mpzume = 1836 // nature

rescale_dt = 1.001 // stability
rescale_dx = 1

[ [

initial = 1 // velocity known
widthbg = 0.0217721 // sigma_v in anteilen c
widthj = 0 // no jet

vjetx = 0 // no bulk velocity
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vjety

vjetz

vbgx = 0.
vbgy = O.
vbgz = 0.
ks e e e e

electronnumberbg = 4 // electron number per cell of the background
electronnumberj = 0 // electron number per cell of the jet
protonnumberbg = 4 // proton number per cell of the background
protonnumberj = 0 // proton number per cell of the jet
positronnumberbg = 0 // positron number per cell of the background
positronnumberj = 0 // positron number per cell of the jet

plasmafreq = 5.64145e13

bordertype_x // periodic

bordertype_y // periodic

bordertype_z // periodic

divB = 1 // check divB

k_Ex = 8 // eight waves along nxO
k Ey =0

k Ez =0

Ex = -45571.7

Ey = -1769.8
Ez =0

Bx =0

By =0

Bz = -2403.6
ux = 1e9

uy = 3.27923e7

deltaN = 0.0453008
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C Parameter fur

cat-File fur LWFA

123456789 //

seed =

gesamt_zeitschritte = 2000 //
output_zeitschritte = 25 //
part_output_zeitschritte = 200 //
particle_kill_time = 20000 //
nx0 = 1024 //
nxl = 1024

nx2 = 16

space_part_x = //
space_part_y =

space_part_z = 1 //
bw = 4. //
dt = 1.e-15 //
makro = 1e0 //
mpzume = 1836 //
rescale_dt = 1.001 //

rescale_dx = 1

LWFA

seed for random number generator

do steps
fields
particles

don’t drop particles

sim box

split only along long axis
don’t split short axis

border width
autoadjusted anyway
this too

nature

stability

[ [ R

initial = 0 //
widthbg = 0.003 //
widthj = 0 //
vjetx = //
vijety =
vjetz =

velocity known
sigma_v in anteilen c
no jet

no bulk velocity
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vbgx = 0.
vbgy = 0.
vbgz = 0.

[ [

electronnumberbg = 4 // electron number per cell of the background
electronnumberj = 0 // electron number per cell of the jet
protonnumberbg = 4 // proton number per cell of the background
protonnumberj = 0 // proton number per cell of the jet
positronnumberbg = 0O // positron number per cell of the background
positronnumberj = 0O // positron number per cell of the jet

plasmafreq = 3.33el4

// fixed
// periodic

bordertype_x

bordertype_y

bordertype_z // periodic

laserAmp = 3e9 // Laser strength
laserOmega = 0.1el7 // in 1/s
laserMean = 500 // in dt
laserSigma = 0.le-15 // in seconds
laserRadius = 200e-7 // in cm
laserFocus = 256 // in dx

keepParticles = 0

density_radius = 200 // channel has radius 200 dx
density_ratio = 0.333 // density in the center of the channel is n/3
divB = 1 // check divB
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